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Exercice 1

Soit a un réel positif ou nul. On considére la suite 4 = (un)n>1

telle que u; = a et définie par la relation de récurrence

2
Un

Upt+1 = %
1. Montrer qu’il existe une unique valeur de a pour laquelle
la suite u est constante. Déterminer cette valeur.

2. On suppose que la suite u converge vers une limite finie
{. Montrer que £ = 0.

3. On suppose que la suite u vérifie la propriété :
vn > 1, uy > /1.

Montrer que u est une suite croissante qui tend vers +o0.
4. On suppose que la suite u vérifie la propriété
Jk € N tel que up < VE (%)
(a) Montrer que u, < v/n, Vn > k.
(b) Montrer que la suite (uy)n>« est décroissante.
(c) Que peut-on en déduire pour la suite u?
5. Exprimer u, en fonction de a et de n, pour tout entier
naturel n. ( on pourra ezprimer Inun41 en fonction de Inuy )
6. Dans cette question, on considére de plus la série de terme

général w, = n+1).

onil In(

(a) Montrer que cette série est convergente.

(b) Montrer que la suite u est convergente si et seule-
ment si il existe un entier £ > 2 tel que ux < 1.

(c) En déduire que la suite u est convergente si et seule-
ment si a < exp(W/2), ou W désigne la somme de
la série de terme général w,.

| Probléme 1]

Dans ce probléme, R[X] désigne I’espace vectoriel des po-
lynémes & coefficients réels et, pour tout n € IN, R,,[X] est le
sous-espace de R[X] formé des polynémes de degré < n.

On considére I'application D : R[X] — R[X]

P— P(X+1)—- P(X)

Premiére partie
On admet que D est un endomorphisme de R[X].

1. (a) Montrer que si P € Ker D alors, pour tout entier
n > 0, P(n) = P(0).
(b) Montrer alors que Ker D = Ro[X].

2. (a) Si P n’est pas un polynéme constant, préciser le de-
gré de D(P) en fonction de celui de P, ainsi que le
coefficient dominant de D(P) en fonction de celui
de P.

(b) En déduire que D(R,[X]) C Rp_1[X],sin > 1, et
que le sous-espace vectoriel R, [X] est stable par D.

. Soit n un entier > 1; on note D,, I’endomorphisme in-

duit par D sur R, [X]. Déterminer Ker D,, et montrer que
Im D, = R,,_1[X].

. Montrer que I’endomorphisme D est surjectif.

(a) On considére F' = {P € R[X]|/P(0) = 0}. Vérifier
que F est un sous-espace vectoriel de R[X] et que
R[X]=F@®KerD.

(b) Conclure que, pour tout polynéme @ € R[X], il
existe un unique polynéme P € R[X] tel que
P(0) = 0 et que D(P) = Q; préciser le degré de P
en fonction de celui de Q.

Deuxiéme partie

. Montrer qu'il existe une unique suite (P,),en d’éléments

de R[X] vérifiant Py = 1 et pour tout entier n > 1,
P,(0) =0et P,_1 = D(P,).

. Expliciter P; et Ps.

. Montrer que, pour tout entier n > 1,

X(X 21)- (X —n+1)

P, =
n!

. Montrer que, pour tout entier n > 1, la famille

(Po,-++ , Py) est une base de R,,[X].

La suite du devoir est facultative

. 81 P € R, [X], montrer que 'on obtient les coordonnées

de P dans la base (P, - , P,) par une succession de di-
visions euclidiennes.

. Expliciter alors les monémes X2 et X3 comme combinai-

sons linéaires de Py, P;, P, P;.

. Application

Pour tout couple d’entiers (n,p) d’entiers positifs non

nuls, on pose Spp = 1" +2" +--- +p".

(a) Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un
polynéme A, € R,y1[X] tel que A,(0) = 0 et
D(A,)=X".

(b) En revenant a la définition de D, montrer que
Snp = An(p+1).

(c) SiX™ = Z ag Py, justifier que A, = Z o Pry1.
k=0 k=0
(d) Déterminer les valeurs de A, et As.

(e) Donner, alors, sous forme factorisée, les valeurs de
Sg,p et S3,p.



