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Exercice 1

Calculs de déterminants.
1. Déterminant dp.
Soit n € IN. Pour p € [0,n], on note A, = (a; ;) la ma-
trice carrée de My _p11(R) dont le coefficient de la ligne
© et de la colonne j est égal a a; ; = (p e + I 2) avec
p+i1—1
(1,7) € [1,n—p+1] x[1,n—p+1]. On note d,, = det(A4,).

s
pour les quatre coefficients a1 1,81, n—pt1, Gn_pt1,1 €t

1.1. Expliciter les entiers r et s tels que a;; = <T>

Gn—p+1,n—p+1:

1.2. Pour tout entier naturel n > 2 calculer les détermi-

nants d,,, d,_1 et d,_o.

1.3. On suppose que la matrice A, posséde au moins

deux lignes. On note L; la ligne d’indice .

1.3.1 Dans le calcul de d, on effectue les opérations
suivantes : pour ¢ variant de n —p+ 1 & 2, on re-
tranche la ligne L; ; & la ligne L; (opération codée
L; « L; — L;_1). Déterminer le coefficient d’indice
(%,7) de la nouvelle ligne L;.

1.3.2 En déduire une relation entre d, et dpy;, puis
en déduire dp.

2. Déterminants D,, et A,,.

Pour n € N, on note D, le déterminant de la matrice
carrée de My 11(R) dont le coefficient de la ligne ¢ et de
la colonne j est (z+7)!, les lignes et les colonnes étant
indexées de 0 a n.

On note D,, = det((¢+7)!). Avec les mémes notations, on

note A, = det ’ —i._] > pour (¢,7) € [0,n] x [0, n].
7
2.1. Calculer les déterminants Dy, D1, Do, Dg, A et
Ns.
2.2. Donner une relation entre D,, et A,.
2.3. En déduire A, puis D,.

|Probléme 1|

On désigne par R[X] I’espace vectoriel des polynémes a coeffi-
cients réels, et par R,[X] I'espace vectoriel des polynémes de
degré inférieur ou égal a n, pour tout entier naturel n.

Soit (T,) la suite de polynémes de R[X] définie par

To(X) =1, Th(X) = X, puis la relation :

Vn > 1, Tpyr(X) = 2XTp(X) — T 1(X).

Partie I
Etude de la suite de polynémes (T},)

1.1 Déterminer les polynémes T5 et T3.

1.2 Déterminer le degré, la parité et le coefficient dominant
de T, pour m € IN.

1.3 Soit n € IN. Montrer que la famille (Tg, T4, . ..
une base de R, [X].

, Tn) est

I.4 a) Etablir par récurrence les relations suivantes pour
tout réel z :
Tn(cosz) = cos(nz); Tp(chz) = ch(nz).
On rappelle que ¥(a,b) € R?, 2ch(a)ch(b) = ch(a+b)+ch(a—b)

b) En déduire que |T,(u)| < 1 pour |u| < 1.

c) Soit n un entier > 1. Montrer que, pour tout u sans
11, +o0], |Tn(u)| > 1. (on pourra poser u = chz)

d) En déduire que, pour tout n un entier > 1 et pour
tout u dans | — oo, —1[U]1, +o0], |Tn(u)| > 1.

I.5 a) Pour tout » un entier > 1, résoudre dans [0, 7]
I’équation T, (cos(z)) = 0.

b) En déduire que, pour tout n un entier > 1, T, a n
racines réelles dans [—1, 1].

¢) Soit n un entier > 1. Donner la décomposition de T,
en facteurs irréductibles dans R[X].

1.6 Etablir la convergence et calculer la somme des séries
“+o00 “+o00

suivantes pour || < 1 et z réel : Z theine Z t" cosnz;

“+oo
E t"sinnz.
n=0

n=0 n=0

Dans toute la suite, on désigne par n un entier naturel non

nul et les n racines de T — n par cos(zy),...,cos(z,), ol
2k -1
T = 771-7 ke [[l,n]]
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Partie I1.A
Etude d’un “produit scalaire” sur R[X].

IT.A.1) On associe a tout couple (P, Q) de polynémes de
R[X] l'intégrale suivante :

< PQ>= /7r P(cosz)Q(cos z)dz.
0

Montrer que l'application (P,Q) —< P,Q > est une

forme :

bilinéaire,

symétrique (VP,Q < P,@Q >=< Q,P >),

positive (VP, < P,P >>0) et

définie (VP, < P,P >=0= P =0).

On dira alors que cette application est un “produit sca-

laire”.

II.A.2) a) Soient p,g € NN tels que p # ¢. Calculer

< Tp, Ty >.

b) Calculer < Ty, Ty >, et < Ty, Ty, >pour n > 1.

¢) En déduire que pour tout n > 1 et tout P € R,,_;[X],
<T,,P>=0.
On dira que T, est orthogonal & R,_;[X].(on pourra
utiliser une base de Rn_1[X] bien choisie)

d) En utilisant les question 1.2), II.A.2.b) et I[.A.2.c),
montrer que < Ty, X" >= .
(on pourra faire la division euclidienne de T, par X™ lorsque

n>1)

IT.A.3 Montrer que la famille (7o, T4,...,Tn) est base de
R,[X] telle que < Tp, Ty >=0sip #g.

Partie I1.B
Calcul exact d’une intégrale

On associe & tout polynéme P de R[X] l'intégrale et la
somme suivantes :

I(P) = /O7r P(cosz)dz et S, = %ZP(COS(xk))

n
Z cos(Jzk).
k=1

II.B.1 On note pour j € [0,n], ¢; =
a) Calculer ¢

b) Calculer pour 5 € [1,n — 1], Z(eij%)k
k=1

c) En déduire que, pour j € [1,n — 1], ¢; = 0.

II.B.2 a) Pour p € [0,n — 1], calculer I(T,) =< T, Tp >
et Sp(Tp)-
b) En déduire que, pour tout P dans R,_1[X],
I(P) = 5,.(P).

I1.B.3 Soit P un polynéme de Ry,_1[X]. On note Q et
R respectivement le quotient et le reste de la division

euclidienne de P par T, ; On a donc P = QT, + R ou
Re R, 1[X].

Montrer que @ € R,_1[X].
a)p) En déduire en utilisant II.A.2.c) que I(P)
¢) En déduire qu, pour P € Ry, 1[X], I(P) =
I1.B.4 Calculer I(Tz,) et S, (T2, )L'identité I(P) =
est-elle vérifié pour tout polynéme de degré 2n?

(R).
P).

=1I(R
Sn(
Sn(P)

Partie 111
Calcul approché d’une intégrale

On associe & toute fonction continue f : [—1, 1] — R l'inté-
grale et la somme suivantes :

I(f) = / " f(cosz)dz; Su(f) =

n

% Z f(cos(zg)).

k=1

ITI.1 On admet le théoréme sur les sommes de Riemann :
Théoréme :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]
(a < b). Soit p un entier naturel non nul. On pose

bh—
pour k € [0,p — 1], ax = a + 22 Alors, pour tous
p

co,...,cp 1 tels que Vk € [0,p — 1], ¢k € [ak, akt1], on
a: lim

im = chk /f t)dt.

Démontrer que hrf Sn(f) = I(f).

I11.2 On suppose que f est 'application définie par
f(t) = In(a® — 2at + 1), ot a est un réel tel que a > 0 et
a# 1.

a) Montrer que f est continue sur [—1, 1], et en déduire
que lm S,(f)=I(f).
b) i. Exprimer les racines (2n)°™* de —1 dans C en
fonction de z1,...,Z,.
(on pourra les classer par conjugués)
ii. Donner la factorisation en irréductibles de X" + 1
dans C[X].
ii. En déduire que la factorisation en irréductibles de
X?" +1 dans R[X] est :

X241 = I_I(X2 —2cos(zg)X + 1).
k=1

iv. Montrer que S,(f) = %1n(a2n +1).
¢) Donner la limite de T In(a*™ 4 1) quand n tend vers

+00.* (on distinguera les cas a €]0,1[ et a > 1).
En déduire la valeur I(f) selon la valeur de a.

d) Donner un équivalent de S, (f) — I(f) quand n tend
vers 400, en distinguant les cas a €]0,1[ et a > 1.



