
Chapitre 15 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Séries de Fourier

I. Applications directes du cours

Exercice 1Soit � 2 R.1. Justi�er que la fon
tion '� : R �! Ct 7�! ei�test de�nie et d�erivable sur R.Donner l'expression de sa d�eriv�ee en tout point.2. Soient (p; q) 2 Z
2, ep : t 7! eipt, et eq : t 7! eiqt.Cal
uler Jp = Z 2�0 ep(t)dt, Ip;q = Z 2�0 ep(t)eq(t)dt.

Exercice 2Soit f : R! R la fon
tion 2�-p�eriodique d�e�nie pour ℄��; �℄par la formulef(t) = ( �1 si 1 2℄� �; 0℄1 si t 2℄0; �℄

1) Tra
er le graphe de f .2) A l'aide d'une subdivision (�0; �1; �2) adapt�ee, justi�er quef appartient �a l'ensemble CM2�(R;R).3) Quelle est la parit�e de f ?4) D�eterminer les suites 
oeÆ
ients de Fourier trigo-nom�etriques (an)n�0 et (bn)n�1. (ave
 a02 = 
0(f))5) D�eterminer la suite (
n)n2Z des 
oeÆ
ients de Fourier (
om-plexes) de f .
Exercice 3D�emontrer que pour tout t 2 [��;�℄ :t2 = �23 + +1Xn=1 4(�1)n 
os(nt)n2 ; (�)t = 2 +1Xn=1 (�1)n+1 sin(nt)n ;

II. A savoir rédiger

Exercice 4On 
onsid�ere la fon
tion f : R �! R, 2�-p�eriodique, d�e�niepar : f(x) = 8<: � � x2 si x 2℄0; 2�[0 si x = 01. Tra
er le graphe de f sur [�4�; 4�℄.2. Justi�er que f est 
ontinue par mor
eaux et 2�-p�eriodique.3. Etudier la parit�e de f .4. Justi�er que f est la somme de sa s�erie de Fourier entout point de R.5. D�eterminer les 
oeÆ
ients de Fourier trigonom�etriquesde f .6. En d�eduire les valeurs de +1Xn=1 sinnn et +1Xn=1 1n2 .

Exercice 5Soit g : R! R la fon
tion 2�-p�eriodique d�e�nie pour ℄��; �℄par la formule g(t) = t:1) Tra
er le graphe de g.2) Quelle est la parit�e de g ?3) D�eterminer la suite (
n)n2Z des 
oeÆ
ients de Fourier (
om-plexes) de g.4) D�eterminer les suites 
oeÆ
ients de Fourier trigo-nom�etriques (an)n�0 et (bn)n�1.5) En utilisant la formule de Parseval, en d�eduire que+1Xn=1 1n2 = �26
III. Exercices

Exercice 6Soit f : R! C; t 7! 12� eit .a) D�eterminer la suite (
n)n2Z des 
oeÆ
ients de Fourier (
om-plexes) de f .b) Justi�er la 
onvergen
e normale sur R de sa s�erie de Fou-rier.(on pourra utiliser le DSE sur ℄� 2; 2[ de u 7! 12� u )
Exercice 7Soit a 2℄�1; 1[. En utilisant le d�eveloppement en s�erie enti�erede 11� z pour jzj < 1, 
al
uler(en justi�ant) pour tout x 2 R

la somme f(x) = 1 + 2 +1Xn=1an 
os(nx) ;En d�eduire, pour tout r�eel � tel que j 
os�j 6= 1, la s�erie deFourier de la fon
tion g : x 7! 11� 
os� 
osx .
Exercice 8Soit � 2 R. Montrer que12� Z 2�0 e2� 
osxdx = +1Xn=0 �2n(n!)2 :(on pourra utiliser la formule de Parseval pour une fon
tion fbien 
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Exercice 9Soit f : R �! C de 
lasse C2 sur R et 2�-p�eriodique.1. Exprimer les 
oeÆ
ients de Fourier (
n(f 0))n2Z de f 0et (
n(f 00))n2Z de f 00 �a l'aide des 
oeÆ
ients de Fourier(
n)n2Z de f .2. A l'aide de la formule de Parseval, exprimer Z 2�0 jf j2,Z 2�0 jf 0j2 et Z 2�0 jf 00j2 en fon
tion des (
n)n2Z.3. En d�eduire que Z 2�0 jf j2 + Z 2�0 jf 0j2 � 2 Z 2�0 jf 00j2
Exercice 10Soit f une fon
tion 2�-p�eriodique de R vers C, de 
lasse C1par mor
eaux et Xn2Z�nein� sa s�erie de Fourier ; on se pro-pose de re
her
her les solutions 2�-p�eriodique de R vers C, del'�equation di��erentielle :(E) y" + y0 + y = f(t)

sous la forme y : t 7! +1Xn=�1 
neint1. En admettant que la s�erie Xn2Zn2j
nj 
onverge, prouverque y est deux fois d�erivable, et en reportant dans (E),trouver 
n en fon
tion de n.2. Prouver que (E) admet une solution unique 2�-p�eriodique y et pour tout t, exprimer y(t) 
omme sommed'une s�erie de Fourier normalement 
onvergente.3. Appli
ation :(a) ave
 f : t 7! max(sin t; 0).(b) ave
 une m�ethode analogue, re
her
her les solu-tions 2�-p�eriodiques de R vers C, de l'�equationdi��erentielle : (E) y" + eity = 0
IV. Pour aller plus loin

Exercice 111. Pour x 2 R n 2�Z , prouver que sin((2n+ 1)x)sinx =nXk=�n eikx.2. Montrer que pour n 2 N, l'int�egraleIn = Z +10 sin((2n+ 1)x)sinx dx 
onverge ;3. D�evelopper en s�erie de Fourier la fon
tion g, 2�-p�eriodique d�e�nie sur [0; 2�℄, par l'expression :g(t) = e�at=2.4. Prouver que In = 12 +1Xp=0 nXk=�nZ (2p+2)�2p� eikt�at=2dt, etIn = �Sn1� e�a� , o�u Sn = nXk=�n 
n(g).5. En d�eduire lim+1 In.
Exercice 12Soit x 2 R: Justi�er que pour n = E(x + �2� ), on a�� � x� 2�n < �:

Exercice 13Pour x 2 R, on pose f(x) = +1Xn=�1 e�jx+2n�j.1) Etudier la fon
tion f : ensemble de d�e�nition, p�eriodi
it�e,
ontinuit�e.2) Montrer que f est d�eveloppable en s�erie de Fourier.3)Cal
uler le 
oeÆ
ients de Fourier de f , et donner led�eveloppement en s�erie de Fourier r�eelle de f en tout point.
Exercice 14Soit z 2 C

�, tel que jzj < 1.Montrer que la s�erie Xn2Z zn diverge.(on pourra 
al
uler la somme partielle SN = NXn=�N zn, pour N 2 N et faire tendreN vers +1).
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