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chapirre 4 ;| SUItES et séries de fonctions

Applications directes du cours

Exercice 1

Soit A > 0, et I = [0, A] C R™". Pour tout n € IN*, on
pose fro: I = R, z — In(1+ %)

1. En utilisant I'inégalité 0 < In(1 + u) < u valable
sur R | montrer que (f,)n>1 converge simple-
ment sur ] vers la fonction nulle, notée 0.

2. Retrouver ce résultat en majorant |f,(z) — 0(z)|

a l'aide de l'inégalité des accroissements finis.

3. Etudier la convergence de la série de fonctions

an sur I.

n>1

Exercices

Exercice 4

Pour chaque suite de fonctions (f,) € F(I,R), étudier
la convergence simple vers une éventuelle fonction li-
mite f sur [ :

a)I=[0,1,VreN, fpo:z—n(l—2)";

b) I=[0,7/2],¥n €N, f,:z— (sinz)";

1
I:O]. V ]N n . )
C) [7]v n e 'f mHl_}hgzxz
d)I =10,1], Vn € N, fn:m|—>1+n2$2,
2n

&) =[-1/2,1/2], V€N, fn:z > > z*.
k=n
en cas de convergence, on peut se demander st [’on peut approcher

f uniformément & Uaide d’éléments de la suite (fr)

Exercice 5

1) Montrer que la série de fonctions Z fn, O fp est
n>1

définie pour z € [0, 4+o0[ par fn(z) = converge

n* + z?
simplement sur R*. On note S sa somme.
2) Pour tout n > 1, calculer ||fr]|co-

3) La série Z fn converge-t-elle normalement sur R ?
n>1

Normalement sur tout segment de R™ ?

4) Montrer que la fonction S est continue sur R*, puis

calculer lim S(z).
T— 400

Exercice 6

justifier que I’on définit bien une fonction de classe C!

—+oo
en posant f : ¢t — Z
n=1

2m-périodique.

cos(nt)

m. Vérifier que f est
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Exercice 2

1+tz+1¢2
Soit A = {(pt:[O,l]—>]R,3:»—>+x+’t o}.

14z

Montrer que la fonction f : [0,1] — R, z — T
z
peut étre approchée uniformément par les éléments de

A.

Exercice 3

Soit J =] — 1, 1[. Pour tout n € IN, on pose

fn:I = R, z+— z". BEtudier la convergence normale
sur [ de la série de fonctions Z fn-

Méme question en restriction a J =[-1/2,1/2].

Exercice 7

Soit f:]—1,1[—= R, z +— 1. Pour tout n € IN, on pose
fnl=1L1-= R, z— 1— (cos(mz))".

1. Notons J =] — 1,0[U]0,1[. Montrer que (fy)
converge simplement vers f sur J.

2. (fn) converge-t-elle simplement vers f sur |—1,1[7

3. Montrer que ’on peut approcher f uniformément
sur H = [1/4,1/2] a 'aide d’éléments de la suite
(fn)-

Exercice 8

Démontrer que les fonctions ¢ : [0,+0[— R, z —
g —— e : 00 z E —_

1+ n? ' ' (1+n)=
n=0 n=0

sont définies, continues et de classe C' sur [0, +oo[

Soit u, = / (1—-+t*+ ...+ (=1)"t*")dt; Cal-
[0,1/2]

lim w4, = A; puis donner la nature de la série
n—-+4o00o

Z(un - A)

n>0

Soit v, = / (1 +¢t+ ¢+ ...+ t")dt; Calculer
[0,1]

culer

lim v, = A.
n—-+0o0o
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C alculer

1/n' lnt

H\

1/2dt

/M

(la fonction dzéta de Riemann) Pour tout n € IN*, on
définit

+ 1 + (=1)"
R =R, z— —etg,:R] =R, z— ——.

nt nt
1) Montrer que la série de fonctions Z frn converge sim-
n>1

plement sur |1, +oo[, et normalement sur tout [a, +o0],
pour a > 1. On note ¢ :]1,+0co[— R sa somme.

2) Montrer que la série de fonctions Z gn, cOnvVerge sim-
n>1

plement sur [1, +o0[, et normalement sur tout [a, +oo],

pour a > 1. On note 7 :]1, +oo[— R sa somme.

3) Montrer que pour tout z > 1, on a

(z) = (277 = 1)((2).

Pour aller plus loin

Calculer I,, = tP(1 — t)%dt; prouver que
(0,1]
lim I,, = 0; prouver que Z I, n converge et donner
e n>1

sa somme sous forme d’une intégrale que l'on calculera;

Soient f € C([0,1]), (pn) une suite de fonctions polyno-

miales telle que lim sup |p,(z)—f(z)| =0,£ € [0,1] et
n——4o0o [0,1]

(mn) € [O: 1]]N

Montrer que

lim =z, =¢.

une suite de réels telle que
n—+oo

ngrprn(mn) = f(¢)

(vérifier) Soit f définie sur R par
fizw— 4E(z) —2E(2z) + 1
a) Calculer u, = g(nt)dt et Em Up ;

[0,1]

[0,1]
b) Pour g en
lim g(t) f(nt)dt.

n—-+oo [0,1]

escalier sur calculer

¢) Pour h continue sur [0, 1] calculer lim

h(t)f(nt)dt]

n—+oo [0’1]

Ch.4 Suites et séries de fonctions

Soit f € C°([0, 1], R) prouver que :
1
si Vk € ]N,/ z¥ f(z)dz = 0 alors f est identiquement

nulle (on pourra utiliser le théoréme de Weierstraf).

Soit f : R +— C une fonction continue 2m-périodique.

2w
Prouver que si Vk € NN, e % f(z)dz = 0 alors f

0
est identiquement nulle (on pourra utiliser le théoréme
de Weierstraf).

Soit z €]0, [, et (un)n>1 la suite de fonctions définies

sur R par u, : t — t" *sin(nz), Vn > 1.

1) Pour tout N > 1, on pose Sy =

z ur. Mon-

trer qu'il existe une suite (Py)y>1 de fonct1ons po-

lynémes telle que pour tout N > et tout ¢t € R,
Py (1)

Sy(t)= —————.
v(®) t2 —2tcosz +1 .
2)Prouver 'existence et calculer lim Sy (t)dt.
N—+o0 [g
3) Calcul —io sin(nz)
alculer —_—
v=
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