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Chapitre 2 : Séries de nombres réels ou complexes

I. Applications directes du cours

Exercice 1
On consid�ere la suite d�e�nie par un = an, o�u a > 0 est

un r�eel �x�e. Calculer les sommes partielles SN =
NX
i=0

ai.

En d�eduire la nature de la s�erie de terme g�en�eral un.

Exercice 2
Etudier la convergence des s�eries de terme g�en�eral :
un =

1
n(n+ 1)

.

On pourra remarquer que
1

n(n+ 1)
=

1
n
� 1

(n+ 1)
.

vn =
xn

n!
, pour x r�eel positif �x�e.

Exercice 3

Sachant que
X 1

n2 est convergente, que pensez-vous de
la nature des s�eries suivantes ?X

vn, pour vn =
1
n2 +

1
n3 .X

wn, pour wn =
1
n2 si n est pair, wn = 0 sinon.

II. Exercices

Exercice 4
Soit (un) une suite de r�eels. Comparer la nature des
s�eries �a termes positifs

1.
X

un ;

2.
Xp

un
n

;

3.
X un

1 + un
;

4.
X

ln(1 + un)

Exercice 5
Donner la nature des s�eries de terme g�en�eral : un =�
n+ 1
2n� 1

�n
; vn =

n!
2n + 1

; wn = 1�cos(
�
n

) ; xn =
n!
nn

;

yn =
�p

n+ 1�pn�pn ; zn =
�

ln(n+ 1)
lnn

� 1
�n

;

tn =
Z 2n

n

dx
1 + x3=2 .

Exercice 6
En utilisant des int�egrales, donner un encadrement et
un �equivalent en +1 des sommes partielles d'ordre n
des s�eries suivantes de terme g�en�eral un :

1. un = 1=n�, (� < 1) ;
2. un = lnn=n
3. un = Arcsin(1=

p
n)

Exercice 7
Discuter selon la valeur des param�etres r�eels a; b; �; � la

nature des s�eries suivantes de terme g�en�eral : a)
(na)n

n!
;

b)
�n

n+ �n
; c) n� tan(

�
4

+
1
n

) ; d) a
p
n ; e)

nY
k=1

k
p
a ; f)

a
Pn

k=1
1
k ; g) Arccos

�
n�

1 + n�

�
; h)

Z 1=n

0
Arcsin(x)�dx.

Exercice 8
En utilisant des s�eries �etudier la convergence des suites

sn =
nX
k=2

ln k
k
� lnn

2
, et tn =

nX
k=1

1p
1 + n

� Argshn.

Exercice 9
Soit (an) une suite d�ecroissante de termes positifs telle
que

X
an converge, �etudier la s�erie

X
n(an � an+1)

en d�eduire lim
n!+1nan = 0.

Exercice 10

Prouver que
X (�1)n

n+ (�1)n
p
n

converge. En notant S

sa somme, d�eterminer un entier N , pour que S � SN <
10�2, en d�eduire une valeur approch�ee de S �a 2:10�2

pr�es.
Exercice 11

Donner la nature des s�eries suivantes de terme g�en�eral :

a) sin(
n�
n+ 1

) ; b)
(�1)n lnn

n
; c)

nX
k=0

(�1)k

(k + 1)!
; d)

cosn2

n
;

e)
(�1)n

n2 + sinn
; f)

(1 + i)n

(n2 + 1)an
; g)ln

�p
n+ (�1)np

n

�
Exercice 12

Soient
X

un,
X

vn deux s�eries �a termes strictement
positifs convergentes, d�emontrer que les s�eries de terme
g�en�eral an =

p
unvn et bn =

unvn
un + vn

sont conver-
gentes.
Exercice 13

1) Soit n 2 N�, on pose sn =
nX
k=1

1
k

; d�emontrer que

pour tout k 2 N� :
1

k + 1
�
Z k+1

k

1
t
dt � 1

k
, en d�eduire

que sn � lnn quand n tend vers +1 ;
2) Pour n 2 N�, on pose un = sn � lnn , d�emontrer
que (un) est une suite d�ecroissante convergente de li-
mite not�ee 
, prouver que sn =

n!+1 lnn+ 
 + o(1) ;

3) Pour n 2 N� �n =
nX
k=1

(�1)k+1

k
, d�emontrer que

�n =
Z 1

0

1� (�x)n

1 + x
dx, et que (�n) est une suite conver-

gente et calculer sa limite ; retrouver ce r�esultat en re-
marquant que �2n = s2n � sn ;
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III. Pour aller plus loin

Exercice 14
D�emontrer que la s�erie de Bertrand de param�etres � et
� d�e�nie par l'expression

X 1
n�(lnn)�

converge si et

seulement si � > 1 ou ( � = 1 et � > 1 )
Exercice 15

Pour n 2 N�,on pose an =
Z �=2

0
cosn x sin(nx)dx,

In =
Z �=2

0

(�eix cosx)n

1 + eix cosx
dx

1. Prouver que lim an = 0 ;

2. Soit Sn =
nX
k=0

(�1)kak. Calculer Sn en fonction de

I0 et de In+1 ;

3. Calculer I0 prouver que lim In = 0, en d�eduire la
somme de la s�erie

X
an.

Exercice 16
Prouver que pour tout n 2 N� l'�equation lnx = x� n,
a une solution unique dans [1;+1[ not�ee xn, �etudier la
nature de

X
(xn)�, pour � r�eel.

Exercice 17
Soit

X
un une s�erie �a termes strictement positifs telle

que
un+1

un
= 1� �

n
+ vn o�u � est r�eel et

X
vn est une

s�erie absolument convergente

1. Pour tout n, on pose wn = ln(
un+1

un
)+

�
n

. Prouver

que
X

wn est une s�erie absolument convergente.

2. En d�eduire que un �
n!+1

A
n�

, pour un r�eel A > 0.

3. Etudier
X�

1:3:5: : : : :(2n� 1)
2:4:6: : : : :(2n)

��
, pour � 2 R�+
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