Mathématiques ; TD Lycée A. Brizeux, PC 2009-2010

Formule de Stirling : [n! ~ 2nm <>n

I. Constante d’Euler
Soit f:[1,+o0[— R, t+— 215 Pour tout n > 1, on note w, = /nH f(t)dt — f(n+1).

1. En utilisant la comparaison série intégrale, montrer que la série Z w, converge.
n>1
N-1
2. Montrer que pour tout N > 1, Z wy =1+ 1n(N) — Z -

N

3. En déduire que la suite (g5 )n>1 définie pour tout N > 1 par gy = Z % In N converge vers une
k=1

limite notée y. Cette limite est appelée « constante d’Euler ». Elle vaut environ 0,577...

II. Formule de Stirling

k1
On pose g : RY. — R, z+ Inz, et pour tout & > 1, v, = / g(t)dt.
k

1. Montrer que pour tout n > 1,

n—1
> we=nlnn—n+1-In(n!) (1)
k=1
2. Soit £ > 1 fixé.
: NPT : k1 (t — k)
(a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que vy = / ; dt.
k
-1
(b) A l'aide d’une nouvelle intégration par parties, montrer que v, = m — §$k’ ou z, =
k+1 (t — k)?
/ (t— k) 4
k t?
3. A l'aide d’'une majoration, montrer que z T, converge vers une limite £.
k>1
1 n—1
4. (a) En reportant dans (1), montrer que : Vn > 1, In(n!) =nlnn—n+1+ = Z P + - 5 >y,
2 = k=1

(b) En déduire que In(n!) e nlnn —n + 51nn+ K +0(1), ot K = 5(1 +7+4).
5. En déduire que n! :jr Vnnte e

ITI. Calcul de ¥

w/2
Pour tout n € N, on pose I,, = / (sinz)" dz  (intégrale de Wallis
0

)
@p) 7 (2rp)*
(2p)z2’ = T (ap 1)

1. Montrer que pour tout p € N, on a I, =

- s
2. En déduire que I,,I,, 4 oo 27
3. (a) Montrer que la suite (I,) est décroissante, et en déduire que pour tout n > 1, I,I,,; < I? <
I, ..
s T
(b) En déduire que I, ~ —
n——+o0 n

4. BExprimer I,, en fonction de p et m d’une part, et en fonction de eX et m d’autre part. En déduire
que e = +/2m.

Conclure.



