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Exercice 1 : ezercice 2 CCP 2006 MP

On considére la fonction f définie sur R de la fagon suivante : f est une fonction 27
périodique, f est une fonction paire et pour tout z € [0,7] : f(z) = z2.

1. Déterminer la série de Fourier de la fonction f.
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3. Déterminer, en énongant le théoréme utilisé, le réel : Z e
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Exercice 2 : extrait de l'ezercice 1 eJa 2004 PSI

R est le corps des nombres réels et » un entier naturel.

E est le R espace vectoriel normé des applications continues de {— 7,7 | vers R muni de la

norme de la convergence uniforme, ainsi pour f élément de E, H I ||“ = sup | I (x)] .
xel-n,7z]

On considére un endomorphisme de E noté T vérifiant les deux propriétés (R) et (B)
suivantes : ' ' :

(B) sifestunélément de E de classe C', T(f )estde classe C! et T Y=T(fY.

et
(B)  pour toute suite (f;), qui converge dans (E, . ), la suite (T(f, )), converge
dans (B | )et TC lim £,) = tim TC£,). |
Pour tout n, n 21, on considére les applications c, et s, de [— T, ]vers R définies par :
¢ (x)=cos(nx) et s,(x)=sin(nx).
On note ¢ I’application de [— 7,7 | vers R définie par : co(x) =1,

Le but de I’exercice est d’établir qu’il existe unréel A telque: V fe E, T(f)=A7.

1° Dans cette question on établit quelques résultats indépendants les uns des autres qui
Pourront étre utilisés dans la suite de I’exercice.

2) On suppose n21. Quelles sont les fonctions réelles solutions sur R de I’équation
différenticllg::y'+ ny =07

Fd—

b) Soit fun élément de E. Prouver-qu’il existe g et # appartenant & E tels que :
J=g+h , gestpaire , hestimpaire.
c) Soit @ I’application de R vers R, 2x - périodique, telle que : V x € [—n,n ] ,P(x)y=x?
" Calculer les coefficients de Fourier réels de @ .

Ftudier la convergence de la série de Fourier de @ (préciser le mode de convergence de
cette série et sa somme).

2° Premiéres propriétés de T.
a) Soit (u,), une suite d’éléments de E. On suppose que la série de fonctions Z""
+00
converge uniformément sur |-z, 7 ]. Onpose: §= Zun .
n=0
Justifier que S appartient 4 E, que la série de fonctions ZT(u,,) converge uniformément
+x0
sur [-z,7 ] etque: T(S) = ZT(u,,).
n=0
b) Soit fun élément de E, fde classe C", n21. Montrer que T(/ ) est de classe C” et
que: T(ST) =T(S ).

En déduire que s, f est de plus une fonction polyndmiale, alors T(/ ) est une fonction
polyndmiale de degré inférieur ou égat & celui de /.

3° Etude de T(c,) et de T(s,).

a) Prouver qu’il existe un réel a tel que : T(cg) =aycy et que pour 21, il existe
(an,B,) de R?, tel que: T(c,) =a,c, + fSy-

b) Soit p I’élément.de E défini par: V x e[—x,7 ], p(x) = x* . Justifier I'existence de
A,u,v) de R telque: Vxe[-m,x], T@)x)=Ax? +px+v.

c) En déduire que :

(@, cos(rx) + B, sin(rx)).

g 2 7 S
[ Vxel-mr] ix +px+y=ag - +4"z=I -
d) Montrer que :

i) p=0.

ii) Vnz2l,a,=2 et f,=0. (Tonbrer éVuL (%) wérle aiedpt N
CAdetv=0 ¢ X o Fowdiel, de > dut e v)
111) Go=Actv=0. k,LLLLeL&r Tkk{, u) )

e) Etablir que pour tout n, T(c,) = Ac, et que pour n21,T(s,)=1s,.
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4° Etude de T(f ).

g) Soitfun élément de E, fde classe C, tel que f(7)=f(-x). On note f ’application de
Rvers R, 27 - périodique, telle que : V x e[-n,7 ], F(x)= Sf(x).
Etudier la convergence de la série de Fourier de 7 En déduire que : T(f )=Af.

b) Soit fun élément de E, fimpaire. Soit F une primitive de f sur [- T, ] Calculer T(F ).
En déduire que: T(f )=A4f.

c) Soit fun élément quelconque de E. Montrer que : T(f )= 4 I

Exercice 3 : exercice 2 eSa 2004 MP

On considére le R-espace vectoriel R®. On le munit du produit scalaire euclidien canonique < , >

et de la norme euclidienne associée | |, c'est & dire : pour tout v = (v1,vq,v3) € R? et tolllt

=W 27(11)1,11)2,11)3) € ]Rsv

<v,w >=vw + v +vzws et fv] = /< 0,0 > = /v + v+ 0l

wy
On remarquera que < v,w >= (vl,vg,va)( we ) .
w3

On note Mz (R) I'ensemble des matrices (3, 3) & coefficients réels, et I la matrice identité de M(R).
Une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement posxtwes est dite définie

positive.
Pour A € M3(R), on note £(A) le sous-ensemble de R® défini ‘par:

E(A) = {z € R tel que ||Az|| = 1}.
1. Soit P dans Mj3(R). On suppose que P est une matrice orthogonale..

| Montrer que £(P) est I'ensemble des vecteurs de R3, de norme 1 (c'est-a-dire la
\! sphére unité).

‘ Montrer que £(D) est un ellipsoide.
3 Soit A dans M3(R). On suppose A inversible.

(i) Justifier que 4A est une matrice symétrique définie positive.
(ii) En déduire qu'il existe une matrice diagonale D, avec des coefficients diagonaux stricte-
ment positifs, et une matrice orthogonale P telles que

YA =PD?P.

(iii) On pose S =tPDP. Démontrer que S est une matrice symétrique définie positive.

b

(iv) Montrer que la matrice @, définie par Q = A8, exigte et ést une matrice
orthogonale.

(v) En déduire que e £ (4) =E(S).
(vi) Démontrer que £(A) est un ellipsoide.

| 4 Soient S et S’ dans M3 (R). On suppose que S et S’ sont des matrices symétriques définies
1 bositives et que £(5) = £(5').
(i) Soit v un vecteur non rul. En considérant le vecteur v /I8(@)], démontrer que |S(v)] =
15" (w)].
(ii) En déduire que *
S(w) >=< §'(v), 8 (w) >

Yu e R, vu € B, < S(v),

On pourra commencer par exprimer le produit scalaire de deux vecteurs z et y en
fonction des normes des vecteurs ztyet z -y

I (iii} En dédmre - A
Yv € R?, Yw € R®, < §%(v),w >=< §%(v),w >
(iv) Montrer que : §% = §72.
(v) Pour cette question, on admettra et on utilisera le résultat suivant :
Va # 0, ker(S? — ofl) =
o i amfodnon exdr

.~ Montrer que S et 5’ ont mémes valeurs propres.
| ~ En déduire: S=9'.

ker(S — al) @ ker(S + o I)
We pour Sf

i 5 Soient A et A’ dans MS(IR) supposées inversibles. - Montrer que E(A) =

&
f seulement si il existe une matrice orthogonale V telle que A = V A'. (4') si et




