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b) Soitf un é1é1\1oot .<JeE. Prouverqu 'il existe g et h appartenant à E tels que:

f = g + h , g est paire , h est impaire.

c) Soit fi l'application deR vers R, 21T- périodique, telle que: V x E(-1T,1T], fi(x) = x2

Çalculer les coeffiGients de Fourier réels de fi .

Etudier la convergence de la série de Fourier de fi (préciser le mode de convergence de

cette série et sa somme).

Exercice 1 : exercice2 CCP 2006 MP

1. Déterminer la série de Fourier de la fonction f.
. . +00 (_1)" +00 1 +00 1

2. En dédUIre, avec som, les réels: L ~ ' L n2 ' L -,-,-- ., -'
. n=l n=l n=l

+00

3. Déterminer, en énonçant le théorème utilisé, le réel: L ~4'
n=l

2° Premières propriétés de T.

a) Soit (un) n une suite d'éléments de E On suppose que la série de fonctions LU"
+00

convergeuniformémentsur [-1[, 1[]. On pose: S = LU" .
,,=0

On considère la fonction f définie sur R de la façon suivante : f est une fonction 27f
périodique, f est une fonction paire et pour tout x E [0,7f]: f(x) = x2.

Justifier que S appartient à E, que la série de fonctions L T(u,,) converge uniformément
+<0

sur [-1T,1T] et que: T(S) = LT(u,,).
,,=0

Exercice 2 : extrait de l'exercice1 e3a 2004 PSI

b) Soitf un élément de E,f de classe C", 17~ 1. Montrer que T(f) est de classe C" et

que: TUe,,) = TU)en).

En déduire que slJ est de plus une fonction polynômiale, alors T(f) est une fonction
polynômiale de degré inférieur ou égal à celui defR est le corps des nombres réels et n un entier naturel.

E est le R espace vectoriel normé des applications continues de [-fi, fi ] vers R muni de la

norme de la convergence uniforme, ainsi pourfélément de E, Ilfll_ = sup 1 f(x)l.

"el-N,N]

On considère un endomorphisme de E noté T vérifiant les deux propriétés (1\) et (P2)
suivantes:

sif est un élément de E de classe el, TU) est de classe Clet T( f') = T( 1)' .

3° Etude de T(cn) et de Tes.,).

a) Prouver qu'il existe un réel ao tel que: T(co)=aoco et que pour 1I~1, il existe

(a",p,,) de R2, tel que :T(cn)=a"c" +P".s".

b) Soit rp l'élément de E défini par: V x E [-1T ,1T], rp(x) = x2 . Justifier l'existence de

(/t,.u,v) de R3 tel que : V XE{-1T,;or], T(rp)(x)=/tx2+,ux+\'.

c) En déduire que:

. 1T2 , (_1)"
(11.) V x E [-1T,;or], /tx2 +.ux +1' = ao- +4 L~ (a" cos(nx)+ Pnsin(lIx»).

3 ,,=1 11

et

(P2) pour toute suite (f"),, qui converge dans tE,IIIIJ,la suite (TU" »)" converge

dans lE,IIII )et T( lim f" ) = lim TU" ). .- n-++- n-++-

Pour tout n, n ~ l, on considère les applications c" et s" de [-fi,fi ]vers R définies par:
d) Montrer que:

i) .u =0 .
C,,(x) =cos(nx) et sIlex) =sin(nx).

On note Co l'application de [-1I",fi]versRdéfiniepar:co(x)=1.

Le but de l'exercice est d'établir qu'il existe un réel Ii tel que: '<;/f E E, T(/) = Ii f .

/

ii) V n ~ l, a" = /t et p" ='O. (fi O'l\~~ ~w...l-") \- le..~\-'l.ir~ en~
... W. Ij.O\.L."ui."-.h. 1<-1-">~L Li Y )
111) ao=Â et F=O. ( Ll\J.:€~C ï~\.{'''))

e) Etablirque pour tout 11,T(cn)= /tcn et que pour n ~ l, T(s,,) = /ts".
1° Dans cette question on établit quelques résultats indépendants les uns des autres qui
POurront être utilisés dans la suite de l'exercice.

a) On suppose n ~ 1. Quelles sont les fonctions réelles solutions sur R de l'équation

différentielle;)''' + n2y = 0 ?



(iv) Montrer que la matrice Q, définie par Q
orthogonale.

AS-l, exiSte' eCest UIlé matrice
,"

4° Etude de TU ) .

a) Soit/un élément de E,/de classe CI, tel que /(tr) ==/(-tr). On note ll'appIicationde

R vers R, ').tr - périodique, telle que: 'if x E (-tr,tr ], I(x) ==/(x) .

Etudier la convergence de la série de Fourier de 1. En déduire que: T(/) == A./ .

b) Soit/un élémentde E,fimpaire. SoitF une primitivede/sur (-tr,tr J. Calculer T(F ).
En déduireque: TU) == A./ .

c) Soit/un élémentquelconquedeE. Montrerque: TU) ==Â./ .

--~-_._---.

(v) En déduire que E(A) = E(S).

(vi) Démontrer que E(A) est un ellipsoïde.

4 Soient S et S' dans MJg(JR). On suppose que S et S' sont des matrices symétriques définies
positives et que e(S) = erS').

(i) Soit fJ un vecteur non nul. En considérant le vecteur v/~S(v)ll, démontrer que IIS(v)11 =
~S'(v)l

Cii) En déduire que :'

'<IvE JR3,'<IwE JR3, < S(v), S(w) >=< S'ev), S'(w) > .
Exercice 3 : exercice2 e9a 2004 MP

On pourra commencer par exprimer le produit scalaire de deux vecteurs x et y en
fonction des normes des vecteurs x + y et x-y.-~ --- n_On considère le JR-espace vectoriel JR3. On le munit du produit scalaire euclidien canonique < , >

et de la norme euclidienne associée Il Il, c'est à dire: pour tout v = (VI, V2, V3) E JR3 et tout

W = (WI,W2, W3) E JR3, .

< V, w >= VjWI + V2W2 + V3W3 et Ilvll = .J< v, v> = Iv? + v~ + v~.

(iü) En déduire:

VvE R3, VwE~, < S2(V),W >=< Sf.!(v),w >

(iv) Montrer que: S2 = Sf.!.

(v) Pour cette question, on admettra et on utilisera le résultat suivarIt :

On note MJg(JR)l'ensemble des matrices (3,3) à coeffiCientsréels, et 1 la matrice identité de MJg(JR).

Une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement positives est dite définie

positive.
Pour A E MJg(JR),on note e(A) le sous-ensemble de JR3défini'par:

Va i O,ker(g2 - aIl) =QI~~~ ,al),œker(S+al)
el-c...1J1.1U-~().,ho'"~ ~4t. p0u.rS-'

- Montrer que S et S'ont mêmes valeurs propres.
- En déduire: S = S'.

5 Soient A et A' dans Mg(JR),suPposéesinversibles. Montrer que E(A)
seulement si il existe une matrice orthogonale V telle que A = VA'.

E(A') si et

e(A) = {x E JR3tel que IIAxl1 = 1}.

1. Soit P dans M3(JR). On suppose que P est une matrice orthogonale..'

Montrer que E(P) est l'ensemble des vecteurs de R3, de norme 1 (c'est-à-dire la
sphère unité).

2. Soient QI, Q2, Q3 des réels tous non nuls. Soit D la matrice diagonale:

(

al 0
D = 0 Q2

o 0

Montrer que e (D) est un ellipsoïde.

3 Soit A dans MJg(JR). On suppose A inversible.

(i) Justifier que 54.A est une matrice symétrique définie positive.

(ii) En déduire qu'il existe une matrice diagonale D, avec des coefficients diagonaux stricte-

ment positifs, et une matrice orthogonale P telles que

(iii) On pose S =tpDP. Démontrer que S est une matrice symétrique définie positive.

f 4.


