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MATHEMATIQUES
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4) Dans cette question, nous supposons que l'équation r2 - a r - b = 0 n'a pas de solution
dans IK.

Problême 1

a) Expliquer pourquoi on a nécessairement IK = R.
b) Montrer que l'équation r2 - ar - b = 0 admet deux solutions conjuguées ri et fi dans
().

On note par p le module de ri et par 0 l'argument principal de ri'
c) Montrer que (pn cos(nO))nEIN et (pn sin(nO))nEIN sont des suites de Ea,b.
d) Montrer que la famille ((pn cos(nO))nEIN,(pn sin(nO))nEIN) est une base de Ea,b.
e) En déduire le terme général d'une suite (Un)nEINde Ea,b en fonction de UO,UI,P,(J.
f) Application: Déterminer le terme général de la suite (Un)nEINdéfinie par:

{ Uo = 1, UI = 1
'<lnE lN Un+2 = -2un+1 - 4un

IK désigne R ou ().

Soient (a, b) E IK2; on note par Ea,b l'ensemble des suites (Un)nEINdans IK telle que:

'<lnE lN, Un+2 = aUn+1 + bUn

Ces suites sont appelées suites récurrentes linéaires du second ordre à coeffi-
cients constants.

Partie 1 : Structure et Dimension de Ea,b.

1) Montrer que Ea,b est un IK.e.v. PROBLEME 2

2) Montrer que l'application définie par:
tp : Ea,b -t IK2

(Un)nEIN >-+ (uo, ud
est un isomorphisme.
3) En déduire que Ea,b est unIK.e.v de dimension finie et déterminer sa dimension.

Le8 partie" B et C sont liée8, mai" la partie A e8t indépendante du re"te du problème.

On rappelle que, si p est un entier naturel non nul, la notation Mp(lR) représente l'algèbre
des matrices carti-es d'ordre p à cocfficients réels.

PARTIE A :

Partie II : Expression du terme général d'un élément de Ea,b.

Soit p un entier naturel non nul. Une matrice A de Mp(R) est dite nilpotente d'indice
trois si elle vérifie A2 1= 0 et A3 = O.

Dans toute cette partie, on note A une matrice de Mp(IR), nilpotente d'indice trois. On
note 1 la matrice-unité d'ordre p.

Pour tout réel t, on note E(t) la matrice
t2

E(t) = 1 + tA + "2A2 .

1) Montrer que Ea,b contient des suites géométriques non nulles si et seulement si l'équa-
tion .
r2 - ar - b = 0 d'inconnue r admet des solutions dans IK.

2) Dans cette question, nous supposons que l'équation r2 - a r - b = 0 admet deux solu-
tions dans IK distinctes, notées ri et r2 non nulles. A.I. Vérifier la relation

a) Montrer que (rf)nEIN et (r~)nElN sont des suites géométriques de Ea,b.
b) Montrer que la famille «(rnnEIN, (r~)nElN) est une base de Ea,b'
c) En déduire le terme général d'une suite (Un)nElNde Ea,b en fonction de Uo,u" ri, r2.
d) Application: Déterminer le terme général de la suite (<I>n)nElN(appelée suite de Fibo-
nacci) définie par:

{

<1>0 = 0, <1>1= 1
'<lnE lN <l>n+2= <l>n+1+ <l>n

3) Dans cette question, nous supposons que l'équation r2 - a r - b = 0 admet une
solution et une seule dans IK, notée ro, non nulle.

V(S,t)Em,2 E(IJ)E(t)=E(IJ+t).

A.2. En déduire que (E(t»)" = E(nt) pour t E IR et n E IN.

A.3. Montrer que la matrice E(t) est inversible. Quel est BOninverse ?

A.4. Montrer que la fll.Inille (I,A,A2) est libre danl' l'espace vectoriel Mp(lR).

A.5. En déduire que l'application E : t 1-+E(t), de m. vers M,,(R), est injective.

(

0 1 1

)
A.6. DIW8cette question, p = 3 et A = 0 0 1 . Explidtcr la matrice E(t) BOUSla

000
forme d'un tableau matriciel pour tE nt.

a) Montrer que (r~)nElN et (nr~)nE/IVsont des suites de Ea,b.
b) Montrer que la famille (r~)nE/IV, (nr~)nElN) est une base de Ea,b.
c) En déduire le terme général d'une suite (Un)nEJVde Ea,b en fonction de uo,u"ro.
d) Application: Déterminer le terme général de la suite (u,.)nEJVdéfinie par:

{ Uo = 1, UI = i
'<lnE lN Un+2= 4un+1 - 4un

PARTIE B :

Dans cette partie, on note 80 = (e{, ë2) la base canonique de m.2. Soit la matrice

A = (~ =~) appartenant à M2(R). On note f l'endomorphisme de m? qui lui est
canoniquement associé.

B.l. Montrer que F = Ker(f - 2idR2) et G = Ker(f - idR2) sont deux droites vecto-
rielles, supplémentaires dans m.2. Préciser un vecteur directeur t/ de F, et un vecteur
directeur ït de G.



Problème 3

Soientn E lN et ~[XJ, l'espace des polynôùes complexes de degré inférieure ou égal
à n. Pour P dans ~[X], soit Tn(P) le polynôme P(X + 1).

On considère d'autre part, la suite des polynômes de Hilbert, définie par:

B.2. SW1Bcalculs, déterminer la matrice de l'endomorphisme f de IR? dW18 III.base
8 = (0',11).

D.3. En déduirequ'il existeunematriceP inversibleet une matriceD diagonale(toutes
deux carrées d'ordre deux) telles que A = PDP-t. Expliciter P, D et P-t.

B.4. Expliciter vtt pour tout n entier naturel. Démontrer la relation An = P Dtt P--t. En
déduire l'expression de An sous forme de tableau matriciel.

1 i-1

Ho=letViElN',Hi=C-;- il (X-k)t. k=O

A : Inversion d'une matrice.

PARTIE C.

A.l) Montrer que Tn est un endomorphisme de ~[X].
A.2) Ecrire la matrice Mn de Tn dans la base (1, X,..., xn) de ~[X].
A.3) Vérifier que Mn est inversible; expliciter M;;1.

On reprend les notations de la p8l'tic B.

C.l. En utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que, pour tout réel t, on a

(
n tl

)e' = lim L k' .n-+CXI .
1=0

On pourra admettre le réaultat de cette queation pour traiter Ica auivantea.

C.2. Pour tout réel t, pour tout entier naturel n, on note En(t) la matrice définie p8l'
n tk k '" (an(t) bn(t»)En(t) =~k! A . On ecnra cette rnatnœ sous la forme En(t) = Cn(t) dn(t) .

Expliciter (sous fomte de sommes) ses coefficients an(t), bR(t), cn(t), dn(t).
.

(a(t) b(t»)C.3. Pour tout t E JR, on note E(t) la matnce E(t) = c(t) d(t) , avec
a(t) = lim an(t), b(t) = lim bn(t), etc. Expliciter la matrice E(t).n-+oo n-+oo

Réponae partielle: on obtient a(t) = 3e21 - 2et. .

C.4. Montrer qu'il existe deux matrices Q et R (cll.lTks d'ordre deux) telles que

Vt E R E(t) = eU Q + et R

B : Propriétés de la suite (Hi)iEIN.

B.l) Montrer que (Hi)o<i<n est une base de ~[X].
B.2) Si j E.z- et i E lN", donner une expression simple de Hi(j) montrant que Hi(j)

est dans lE. On distinguera les trois cas : j < 0, ° :::::j :::::i - 1 et j 2': i.

C : Polynômes de ~[X] tels que P(lN) c.z- n

Soit P dans ~[X]. On décompose P sur (Hi)o~Y:;nen P =I: aiHi'
i=O

(
P(o)

) (

ao

)
C.l) Vérifier l'égalit.é suivante: : = tMn :

P(n) an

où tMn est la transposée de la matrice Mn.

C.2) Etablir: Vi E {O,..., n}, ai = t (-I)H ( i. )P(j).
j=O J

Si i 2':n + 1, que vaut t (_I)i-j (~ )P(j)?
j=O J

et expliciter Q et R.

C.5. Calculer les matrices Q2, R2, QR, RQ. Que peut-on dire des endomorphismes q et
r de JR? canoniquement associés aux matrices Q et R (on pourra préciaer la répon..e
en utilÏ3ant lea droites F et G de la question B.1.) ?

C.6. En déduire que

V(s, t) E JR2 E(s) E(t) = E(s + t) .

Que dire de (E(t)f pour n E IN ?, de (E(t»)-t ?
L'application E: t 1--+E(t), de R vers M2(R), est-elle injective?

C.3) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes:

1. Vi E {O,... ,n}, P(i) E.z-

2. Vi E {O,.. . , n}, ai E,Z'

3. P(7E)c.z-

En particulier les polynômes P de ~[X] tels que P(IN) C ,Z'sont les combinaisons linéaires
à coefficients dans.z- des polynômes de Hilbert.

D. Description des suites de la forme (P(j»jEIN où P est un polynôme.
Soit (Uj)jEIN une suite complexe. Démontrer que les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

1. il existe P E ~[X] tel que: Vj E lN, Uj = P(j)
i . .

(
i

)2. ViEIN,i2':n+l'*I: (-I)'-J . Uj=O.
j=O J


