Devoir Libre n°1
PSI
MATHEMATIQUES
( & rendre Lundi 7 Septembre 2009)

Probléme 1
IK désigne R ou C.

Soient (a,b) € IK 2 on note par E,; 'ensemble des suites (u,)new dans IK telle que :
Yn € IN, Upis = Qtnq1 + bttg

Ces suites sont appelées suites récurrentes linéaires du second ordre a coeffi-
cients constants.

Partie I : Structure et Dimension de E, ;.
1) Montrer que E, est un IK .e.v.

2) Montrer que 'application définie par :
Y Ea,b —  IK?
(Undnemw +— (g, ul)
est un isomorphisme.
3) En déduire que E,j est un IK.e.v de dimensijon finie et déterminer sa dimension.

Partie II : Expression du terme général d’un élément de E, .

1) Montrer que E,; contient des suites géométriques non nulles si et seulement si I'équa-
tion .
r2 — gr — b = 0 d’inconnue r admet des solutions dans IK.

2) Dans cette question, nous supposons que I'équation r? — ar — b = 0 admet deux solu-
tions dans JIK distinctes, notées ry et r3 non nulles.

a) Montrer que (r7)nemv €t (73 )newv sont des suites géométriques de Egp.
b} Montrer que la famille ((r{)newv, (3 )nem) est une base de E, ;.
c} En déduire le terme général d’une suite (uy)new de Eqp en fonction de up, w1, 71, 72.
d) Application : Déterminer le terme général de la suite (®n)nev (appelée suite de Fibo-
nacci) définie par :

By=0, & =1
{ Vne IN q)n+2 = ¢n+1 + Q"

3) Dans cette question, nous supposons que l'équation r? — ar — b = 0 admet une
solution et une seule dans IK, notée rg, non nulle.

a) Montrer que (75 )nenv €t (n7])new sont des suites de Egp.

b) Montrer que la famille ((r§)aem, (2§ )newv) est une base de E,p.

¢) En déduire le terme général d’une suite {t,)ncpv de E,; en fonction de ug, us, 0.

d) Application : Déterminer le terme général de la suite (1,)nepv définie par :
u=1 u =t

{ Vn€ IN upio = 4uny — 4u,

2

4) Dans cette question, nous supposons que ’équation r* —ar —b = 0 n’a pas de solution

dans IK.

a) Expliquer pourquoi on a nécessairement K = R.

b) Montrer que l’équation r2 — ar — b = 0 admet deux solutions conjuguées ry et 7} dans
C

On note par p le module de r; et par 6 'argument principal de r,.

¢) Montrer que (p" cos(n8))nem et (0" sin(nd))new sont des suites de Fqp.

d) Montrer que la famille ((p" cos(n6))nemv, (0" sin(nh))new) est une base de Eq .

e) En déduire le terme général d’une suite (u,)nenv de E,p en fonction de ug, uy, p, 6.

f) Application : Déterminer le terme général de la suite (uy)nea définie par :

U = 1, uy = 1
VneIN wuyy2 = —2uUpy — 4ty

PROBLEME 2

Les parties B et C sont lides, mais la partie A est indépendante du reste du probdléme.

On rappelle que, si p est un entier naturel non nul, la notation M,(IR) représente ’algébre
des matrices carrées d’ordre p A cocflicients réels.

PARTIE A :

Soit p un entier naturel non nul. Une matrice 4 de M,(IR) est dite nilpotente d’indice
trois si elle vérifie A% #£0et A =0.

Dans toute cette partie, on note A une matrice de My(IR), nilpotente d’indice trois. On
note I la matrice-unité d’ordre p.

Pour tout réel ¢, on note E(t) la matrice
2
B(t)=I+tA+ %A’.
A.1. Vérifier la relation
V(s,t) eR?®  E(a) E(t) = E(s +1).
A.2. En déduire que (E(t))" = E(nt) pour t € R et n € IN.
A.3. Montrer que la matrice E(t) est inversible. Quel est son inverse 7
A.4. Montrer que la famille (I, A, A?) est libre dans I'espace vectoriel M,(IR).

A.5. En déduire que I'application E : £ — E(t), de IR vers M,(IR), est injective.

0

1 1Y%
A.6. Dans cette question, p =3 et A = 0 1 |. Expliciter la matrice E(t) sous la
00

0
0
forme d’un tableau matriciel pour ¢ € IR.

PARTIE B :

Dans cette partie, on note By = (?{,E}’) la base canonique de 2. Soit la matrice
A= (T :?) appartenant & My(R). On note f 'endomorphisme de R? qui lui est
canoniquement associé.

B.1. Montrer que F = Ker(f — 2idg2) et G = Ker(f — idg2) sont deux droites vecto-

rielles, supplémentaires dans IR?. Préciser un vecteur directeur %" de F, et un vecteur
directeur ¥ de G.



B.2. Sans calculs, déterminer la matrice de l'endomorphisme f de JR® dans la base
B=(¥,7).

B.3. En déduire qu'il existe une matrice P inversible et une matrice DD diagonale (toutes
deux carrées d'ordre deux) telles que A = PDP~}. Expliciter P, D et P~*.

B.4. Expliciter D™ pour tout n enticr naturel. Démontrer la relation A® == P D" P~!. En
déduire 'expression de A™ sous forme de tablean matriciel.

PARTIE C.

On reprend les notations de la partie B.
C.1. En utilisant V'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que, pour tout réel t, on a

n t}
e = lim ( Tc-'.) .
morbee \ 4o ¥

On pourra admettre le résultat de cetie question pour truiter les suivantes.

C.2. Pour tout réel t, pour tout entier naturel n, on note £,(¢) la matrice définie par

E.(t)= k;) EA". On écrira cette matrice sous la forme Ey(t) = (Z:((:)) 3:8;) .

Expliciter (sous forme de sommes) ses coefficients an(t), da(t), ca(t), da(t).

C.3. Pour tout t € IR, on note E(t) la matrice E(t) = (lc‘gg ‘I;Eg), avec

a(t) = n_lixfw an(t), b(t) = n_l_'&lm ba(t), etc. Expliciter la matrice E(2).
Réponse particlle : on obtient a(t) = 3% — 2e¢'. )
C.4. Montrer qu'il existe deux matrices Q et R {carrées d'ordre deux) telles que
VieR Ef)=e¥Q+¢'R
et expliciter Q et R.

C.5. Calculer les matrices Q%, R?, QR, RQ. Que peut-on dire des endomorphismes ¢ et
r de IR? canoniquement associés aux matrices Q et R (on pourre préciser la réponse
en utilisant les drostes F ¢t G de la question B.1.) ?

C.6. En déduire que
Y(s,t) e R?  E(s) E(t) = E(s +1).
Que dire de (E(t))" pour n € IN 7, de (E(t)) ™ 7
L'application E : t v+ E(t}), de R vers M;(RR), est-elle injective ?

Probléme 3

Soient n € IN et @G,[X], l'espace des polynodes complexes de degré inférieure ou égal

a n. Pour P dans G,[X], soit T,(P) le polynéme P(X +1).

On considére d’autre part, la suite des polynémes de Hilbert, définie par :

1 i-1
L, (X k)

Ho—_—- 1et ViEHV',H,' =
A : Inversion d’une matrice.
A.1) Montrer que T}, est un endomorphisme de G.[X].
A.2) Ecrire la matrice M, de T,, dans la base (1, X,..., X") de G,[X].
A.3) Vérifier que M, est inversible; expliciter M, 5
B : Propriétés de la suite (H;)iew-

B.1) Montrer que (H;)o<i<, est une base de G,[X].
B.2) Si j €Zet i € IN*, donner une expression simple de H;(j) montrant que H;(j)

est dans Z On distinguera les trois cas : j < 0,0<j<i—letj>i.

C : Polyndmes de @,[X] tels que P(IN) CZ
n
Soit P dans @,[X]. On décompose P sur {(Hi)o<i<n €n P =Y a;H;.

=0
. P(0) ap
C.1) Vérifier I’égalité suivante : : =M, :
P(n) @y
oul 'M,, est la transposée de la matrice M,.

C.2) Etablir: Vi € {0,...,n},0 zzi: (—1)%4 ( ; ) P(5).

=0

i L. ]
Sii>n+1, que vaut 3 (—1)7 ( ; ) P(j5)?
=0

C.3) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. Vie{0,...,n},P()eZ

2. Vie{0,...,n},a; €Z

3. PZ)CZ

En particulier les polynomes P de @,[X] tels que P(IN) C Zsont les combinaisons linéaires
a coefficients dans Z des polynomes de Hilbert.

D. Description des suites de la forme (P(j));cv o2t P est un polynéme.
Soit (u;)jen une suite complexe. Démontrer que les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

1. il existe P € @,[X] tel que : Vj € IN, u; = P(j)

2.VieIN,i>n+1=Y (~1)“"(; )Uj=0~
j=0



