
,<)

,)\-- 1(

CORRIGÉ DE l'ÉPREUVE de MATHÉMATIQUES

CONCOURS E4A, FILIÈRE PSI, ÉPREUVE A, 2003

de <1>est .'!. '"
(

(-1)"
) , sin(2p+ l)x. Ici encore. il y a convergencenorm...lede cette série

'Ir~ 2p+l' . ,

vers la fonction <1>(<1>est de classe C' sur IR) :

8 +~ (-l)P .'IxEJR <I1(x)= - '" _(2 )4 SII1(2p+ l)x .
rr~ 1)+1

Partie I.
Question 1.
1.1. On vérifie que la fonction fJ C'st de classe el (et d(~ classe C2 par morceaux) S11rrn. avec

el = (h foncUon impain!, 21T-périodiquc, telle que

{

'Ix E [O.~]

'Ix E [~,rr]

0, (x)= -2x

0, (x)=2(x - rr)

Partie 2.

pour tout n E lN.. Calculons:

(1) C!~tune équation aux déri1Jée,~partielle.'i. et .ie suppm.eque h C,'ftdéfinie sur rn.~ et non IR_.

Question 1.

{
'Ix E [O.rr]1.1. Si .
'It E IR~

g"(x)- I,g(x) = 0
I,'(t)- IÛ,(t) = 0

...lors, pour tout (x. t) E [II.rr] x n{~, on a
2

1
<

1.2. La fonction0, otant impaire,on a a.(O,) = 0 pour tout nE lN,et b,,(O,)= - 8, (x) sinn.~d.~
IT 0

b,,(O,) = ~ [il! (-2x) sinnxdx+ ~"2(X - rr) sinnXdX]
4 11f

-- (1 (-1)") x sinnxdxrr 0
4 ,,

(
11" 1111'" 1 . n'Ir

)--(1-(-1)) --COS-+-SII1- .1T 2n 2 n:! 2

8 (_I)p+l

Finalement.. b,p(O,) = 0 pour tout l' E lN', et IJ.'P+1(O,)= rr(2p+ 1)' pour tout l' E lN.
.. 8 (_1)"+1.

La ,",ne de Founer de 01 est donc - L -( )' sm(2p + 1),;.
IT p~O 21'+ 1

La fonction 01 t..'Stcontinuc, de classe el par morceaux, donc fJI est somme dc sn série de
Fourier:

'J'V

~x2 (x, t) = g"(x) h(t) = l' g(x) h(t)
et

av
m(x,t) = g(x) h'(t) = l'g(x) h(t) ,

donc la rel...tion (1) est satisfaite sur [0, rr] x IR~.

1.2. h'(t) - l' h(t) = 0 <= h(t) = C e'" avec CE IR ;

{
A x + B si

g"(1.)-"g(X)=0 <= g(x) = o4cosnx + BSinn
.

-I'X si

Ae~.z + Be -.Jiiz si

1.3. On a g.(x) = A. cosh + B. sinkx et h.(t) = C. e-.", donc

V.(x, t) = (A. cos kx + B. sinkx) e-."

(lu constante Ck est s"peT'fine).

L('..5conditions au bord (2) imposent Ak = 0, dOllc Vk(X~t) = Bk sinkx e-k2t
fonction vérifie (1), (2) et (3) qucl que soit le choix de la c"'"'tante Bk.

l' = 0
1'<11

1'>0

et cette

8 +00 (_I)p+l
'IxEJR O,(x)=- L- ( )

? sin(2p+l)"
rr ,.~o 2p+1-

et il y a convergence normale de cctte série sur IR,

Question 2. La. fonction fJ e.<;tpaire, dom: bn(fJ) = 0 pour tout n E lN.. Une intégration par

partie", en tenant compte de 0' = 81,donne a" (0) = - ~ b" (Od pOllr t.out. n E lN'. Enfin,
1 l

, 11

"0(0) = - O(x)dx = 0
rr 0

(on pent p"r exemple ob.,",,,cr la .'y","trie O(rr- x) = -O(x»). La série de ~ùurier ...ociée à
8 (-1)P

la fonction 0 est donc - L -(
_

)3 cos(2p + 1).~. COlllllle 0 est 2rr-périodiquc, de el ""
'Ir v?:o 2p + 1

CI. cette séri(! converge normalement sur rn. V(!1'Sla fonction 8 :

8 +oc (-1)"
'Ix E nt 0(1') = - L - cos(2p+ 1)1:

" p~o (21'+ 1)'

m03r':acft5Ir«Mml cF~f lÀ primitive cie () qui s'annule en 0 : (:'est nne fonction 2n-périodiquc car

(l{I(9) = - 9(x) dx = 0, Elle (,~'itimpaire donc tln(e))) = a pour tout n E JN. Une
_27ro_

intégration par parties donne lJ,J-P)= 2:.(LuUI) pour tout n E IN.. dOIl(~lu ftériede FOLlTierJI

Question 2.
+00

2.1. Si on cherche H S01L'ila forme H(x, t) = L dk sinkx e~k'lt (sommc d'une série trigonométrique
k=l
+00

supposée c:onvergente), on a H(x,O) = Ldk sinkx. La relation (4) impose
k=l

8 +00 (-I)P

H(x,O) = <!>(x)= ;;: L -(2u + 1)., sin(21) + l)x .
p=t)

elle est donc vérifié", en prenant dk = bk(<I».soit d", = 0 et d?,.+l=.!!. (-1)" ),
. Il c.,t

. - rr (21'+1 .
cependant difficile, .'Jan,,, hypothè.'le .'fuppléml:ntaire par c:remple !OiLrli: m{)d(~ de conllcrycTt(;e

de ln Sér'iL, d'affirmtf' que c:est la s(.ule ,'wlution à la ([ILC!~tÙm. Il cst (~nfllit exact (rIU~ deux
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+~ aR 8 +~ (-l)P+1 ,
Demême,lasérie{;el. 7i!-(x,t) = ;;-:; (2p+ 1)2 sin(2p + l)x e-(,p+1), converge
normalement sur ni ce qui permet de dériver terme à terme par ra.pport à la vatiablc t et

aH +~ aR.
V(x,t) E 0 ï.ff.(x,t) = Lel. /jt(x,t),k=1

question 2.1. Pour (3), majorons groosièrement : on a (2p+ 1)' ~ 2p + 1 pour tout p E
,

lN"

1

donc

j

'

0 . L' I-fl. ~
+~ , l1e~

IH(x,t)I~!!."e-('P+1)'=!!.~ "
,." .,~ÇI_' ÎL \.D""" ,

1r ~ "Ir1 - e-2t ~~l \GL [V'\, 1.-

donc, pour tout x E [0,11"],lim H(;:) = 0" d.L ~
,

~ ~
, ~

- " ,

t +oc "-. . :\ ..
~iP,teJ) (U.J"Q \ 1 ~ " ,

Partie 3. ~Gl'j.J de. Ll~ S1l'n)1i/-
Question 1. (7.f( 'fI)\i, e tzt~1.1. E c C(n. IR), E # 0 et la sta

,

bilité par combinaisons linéaires est immédiate, donc E est un (J _\~.' ,.4-
sous-espace vectoriel de C(O. IR). ?$U.I \-Oj""'t,

1.2. C'est évident: si l'ensemble e. des solutions du problème (P) est non vide (cc qui est le
cas, cf. Partie 2, question 3), alors e. est un sous-espace affine de C(O. IR) de direction
E,

Question 2.

Pour traiter le., que:stion" qui .mivent, les h1lPothé"e., de l'énoncé s'ont in.9uffisantes. La fonction

w e..t en effet suppo.",e continue .,ur le fermé 0 = [0,11"]x~, de classe C' "ur [0,1I"Jx IR~,
ce qui d'aillleurs n'e.'It pas conforme au programme pui-rlqu'on n'est cen.'jé pa1'ler que de
fonctions de clalifie Ck sur un ouvert, et [0,7T]XR: n'est pas un ouvert. ltfais surtout. à

partir de la question 2.2., fLOUSaumns besoin df. l'e:z;iJ;tenced'une dé7'ivée par.tielle a;: en

Ip~1jpomt.<ide. la forme (x: 0) at'p.cxE [0,7T1.r.e.qui n'p.l.t mentionnf'! nulle. part dan,fIl'hwnr.p.., awaw aw , ,

En .,upposant ele plus le., fonchons ax' ax2 et aï continue" en les pom~' (x, 0), la relahon
(1) ele:l'énoncé se pr'Olon,qe1Oen cespoint., (u!ile pour la question 2.2.) et le calcul inté,q1Ol
d(~ la qUC,'ihou 2.3..'H..'7U ju.'JtifÙ'L

2.1.. Pour t = O. on a w(x,O) = 0 pour tout x E [0,11"], donc la dérivée partielle ~: est définie

en ces points et vaut 0, puis fx [w(x,0) ~: (x, 0)] = 0, donc l'intégrale proposée est nulle.
. Pour t > 0, la fOI1<:t.ionx ~ w(x, t) est de classe C' sur [0,11"],d'où l'existence de l'intégrale

[
aw

]
'~'

proposée, qui vaut alors w(x. t) _a (x, t) = 0 puisque w(O,t) = w(1I",t) = O.
X 2:=0

2.2. Pour t E IR+, on a, en utilisant (1),

!1é11.{~,., tr",qu'fwmét1"iqILt'..H ayant la m(~me NUm7IL~ unt lc,"I 't1tf~me.."1 coe.fficient.'i. mai.'i c'e..'it 1L1L

ré.mltat difficile et hors p''Og1Omme,

8 +oc (-l)P +00
2.2. Posons donc H(x, t) = - L _(2 )4 sin(2p + l)x e-(,p+1)", soit H = L d. R., où les

11"p~n p + 1 k~1
el. sont les coefficients déterminés à la question précédente. La fonction H est bien définie
sur 0 (et même sur IRx IR+) et il y a convergence normale de la série définissant H puisque

\e terme d'indice p est majoré en valeur absolue par 8

+oc aR 8 +~ (-l)P , ,
La série L d,_a · (x, t) = - L -( )'\ cos(21'+ l)x e-('p~1) t converge normalement

.~l x 11"p~o 2p + 1 '

+oc a'R, 8 +,~ (-l)p+1 ,
sur 0, ainsi que \a série L el. --af(x,t) = - L _(2 )2 sin(2p+l)x .-('p+l) " ccqui

Ie=l x 11"p=O P + 1
permet de dériver deux fois terme à terme par rapport à la variahle x, donc

a'H +~ a2R.
V(x,t) E 0 if2(x.t) = Lelk if2(x,t),

x 1e=1 X

8 +"" (-l)P , . ,
Question 3. Soit \a fonction H: (x, t) ~ H(x, t) = - " _

(2 )4 sil1(2p + l),T e,(2p+l) '.
11";;;:' 1'+ 1

La fonc1ion H est définie et continue sur 0 = [0,11"]X IR+ (et même sur IR x IR+ CIU'impaire
et 211"-périodiqueen la variable :r). Les eakuls faits à la question précédente montrent que H

admet des dérivées partielles aa~ et ~:: ",ontinues sur [0,11"]X IR~. et même sur IR x IR+
(convergcnee normale des séries).

+,x 82R . 8 +:)0 . :1

La série Ldk ati"(x.t) = ;;- L(-l)P sin(2p + l)x .-(2p+l)' convergenormalement
k=1 p=O

sur tout compact inclus dans rouvert U = IR X R~, d'où l'existence d'une dérivée partielle
a2H.

U 0 d - l,. 1 t .. . d d " . ,
11

8t2 contmue sur . n montre e rnerne eXistence et a con 1Il1l1te e el1vees partie es

a'H a2H 8 +":; (_l)p+l ,- et - tout... deux égales It - ~ - cos(2p+ l)x .-(2p+l) "
al'8t . at âx' 11"p~o 21'+ 1

a2H aH
Donc H est de dasse C' sur [0,11"]x IR+, On a vérifié (question précédente) que ax2 = ï.ff.
sur [0,11"]X IR~. La vérification de (2) est immédiate. Celle de (4) ""t coMé<[uencede la

(
aw

)
2 {)'w

ax (x, t) + w(x, t) ax2 (x, t)

(
aW

)
' aw

ax (x, t) + "(x. t) aï (x, t)

(
aW

)' 1 a(w2)
ax (x,t) + 2 /it(x, t) ,

d:O\Ile résultat, qui reste vrai ponf t = 0 sous quelques hypothèses supplémentaires men-
tionnées plus Mnt.

a
(

aw
)8x w(x. t) ax (J:,t)
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2.3. En admettant donc la continuité des fonctions ~w et ~w cn les points (x, 0), lcs théorèmes )usuels donnent la continuité tiur IR+ des fonctio~ t.,,_-
l'a 2 l, a

t >-< (aW(x, t) ) dx et t>-< w(x, t) aw(x, t) dx,
n :r n t

Alors1/1est dérivablesnTIR+et

",'(T) l'aw 2 l, aw
(-
a, (1:,T) ) dx + w(x, T) _a (x, T) dx

(J x n t

/.
' ') 2 1 l, a( 2)
(
'
Ô

W(x, T) ) dx + _
2

-
Ow (x, T)2 dx

. u x 0 t
0,

Donc 1/'est constante sur IR+: maIs 11'(0) = 0, donc VJ= 0 sur Dl+.

Par ailleurs, le théorème de F1.lbini donne

T

r (f'w(x,t)8aw(x,tJdX)dtJo Jo t f' ( rT_2
1 8(

aw2)(x, t) dt) dxJo Jo t

1'1 t~T I l
'

[;- W2(x, t)] dx = - W2(3:,T) dx,
o 2 t=O 2 a

dont 1jJ(T)est la SOlnlllCde deux termes positifs. L(!s deux termes sont 11uls,cn partit:ulier

VT E IR+ l' w2(x,T) dx = 0 '

2.4. La fonctionx 1-+w2(x, T) est continueet positivesur[0,1T]et son intégraleest nulle; elle
est donc idelltiquement nulle. Doue w =asur n.

2.5. Le problème (P) a dOllCune solution unique. qui est la fonction H obtcnue à la question
3, de la partie 2.
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