. . 4. On suppose. dans cette question seudement. que o 70
Devoir Surveillé n°1 , ) ) —
(a). Démontrer gqne la famille 5= LN — a. X = b} est nne base de [

PSI
MATHEMATIQUES (. Calenler o (N = a) et o (N = b) puis déduire A == Madg().
{Samedi 12 Septembre 2009) (e¢]. Déterniner la matrice de passape de la hase B i la base By, nolée Pug,. Détermines
(durée : 4 heures) de meme la muatrice de passage de In hase By a0 la base B notée Py g,
(). Donner, sans démonstration. nne égalité veliant les matrvices MMy Prg, ol Fi g
Exercice I : (Ecole de Commerce EDHEC 1994) : (), Soil pre HL Calewder AP puis e déduire. grace i la guestion 4.{d} une expression de
R™ désigne lespace vectoriel réel des suites A coefficients réels. AT (on donnera Uexpression de chacun des coeflicients de cette matrice).
On étudie ensemble suivant : 5. On &intéresse dans cotte guestion a lensemble U s {ade 4 dM) 4 M7 4 SME (o ifoy, 81 e

’ . 3 3 1 (a). Démontrer que T est un sous-espace vectoriel de Ayl
N !
E = {(tn)new € RY /N € IN, 1,y 3 = thie = gt + 5""‘}

4 (). Prouver que les matrices A7 ol Ay sont des combinadsous lindaires de Ay et /o
; 1) Montrer que £ est un R-espace vectoriel. e Déterminer mne base de 1
' 2) Etablir qu'il est de dimension 3. (On pourra éventuellement considérer I'application 6. On suppose dans celte question que ¢ = 4 et b = 2. En utilisant les résultats de la question
] PP . . . - . D - . . , . V.
s ¢ de £ dans R? définie par @((un)n) = (ug, uwy, 12).) 5.(b), déterminer Vapplication 3. En déduire Ia nature de oy el priciser ses éléments
2

. caractéristiques (on donnera une base de chacun des deux espaces vectoriels concernés).

: . n . .
; 3) Montrer que si 'on pose : Vn € IN,a, = 55’[)" = -é;,('n = G les trois suites

(@n)ns (bn)n, (cn)n forment une hase de £.
4) Donner l’gxpressiou du terme général d'une suite (u,), de £ en fonction de ses trois I Partie B3 : Quelques généralités sur o, “
premiers termes ug, uy et up.

: 7. Démontrer que ¢, est un endomorphisme de o, LY
- ' St
| Probléme I : (Extrait du concours commun des Petites Mines 2008) 8. On se propose dans cette question de déterminer Ker(z, 1.
On pose o = max(a. b) et on considere l'intervalle ] =|a, -+o¢i.
Dans tout ce probléme, n désigne un entier non nul, a et b sont deux nombres réels. ). D In £ . ) 2r ~ (a+b) )
La notation R,[X] désigne le R-espace vectoriel des polyndmes & coefficients dans R et ayant (a). Démontrer que la fonction f : x.+— 72— (0 +byr 4 ab est continue sur 1.

un degré inféricur ou égal a n. i . . P . . )
& gal ¢ ‘ (b). Déterminer une primitive I’ de la fonetion f sur [

, Pour tout P € R,[X], on pose : ; (¢}, Résoudre sur Uintervalle I I'équation dillérentielle (£ :
/ a+b ;
Pu(P) = (X = a)(X — )P —n(X ~“2=)P =0
{d). On suppose que n est pair et on éerit n = 2p avec p € N*, Déduire de la question 8.(c)
[ Partic A : Etude de J 1%11(- Liase de Iespace vectoriel Ker{yo,).
(&), On suppose maintenant que n est impair et on éerit 1 = 2p-+ 1 avee p & M Déduire de
I question &.(¢) une base de espace vectoriel Wer(iza,,1) (On powrra discuter suivaut
Dans toute cette partie, on suppose que n = 1. On pose donc : les valeurs de q o ).
i ) R , o a+b ;
VP e Ry[X], o P) = (X —a){(X =0 ~ (X -3 )P i

1. Démontrer que ¢, est un endomorphisme de R,[X].
2. Soit By = (1, X) la base canonique de R;[X]. Déterminer M; = Matg, (¢1).

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que oy soit bijective.
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Probléme II : (Extrait du coucours commun des Petites Mines 2000)

No

tations et objectifs;

B Soit n un entier, n > 2; on note E = M, (), le R-espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n A coefficients réels, et E* = L(E, R), le R cspace vectoriel des
applications linéaires de F dans K.

Oun rappelle que : dim(E) = dim(E*).

Les éléments de K sont notés M = (mq;), la matrice élémentaire IZ; ; est, la matrice de F donl les coeflicients

sont tous nuls & Iexception de celui qui se trouve sur la i-eme ligne et sur la j-fme colonne, qui vaut 1.
Lorsque A et B sont des dléments de IZ, on note A. B3 leur produit.

Si M € F, on note vect(M) le sous-espace vectoriel engendré par Af

L'objectif du probleme est de montrer que chaque hyperplan vectoriel de £ possisle an moins une matrice
inversible.

Si M = (my;) € E, on note T(M) le réel ka k-

keeed
On définit ainsi une application T de F vers R : M s T(AM).
A chaque matrice U de F, on associe :
e L’application Ty de E vers R @ M — Ty (M) = T(U . M).
e L'ensemble Hy = {M € L | T(U.M)=0}.

PARTIE I : Généralités, exemples

Quelques propriétés.
a.  Montrer que T est une application linéaire.
b, Pour U € E, prouver que 'application Ty; est dans E*.

¢, Soit U € E ; reconnaitre Ker Ty, et montrer que Hyy est un sous-espace vectoriel de F.

Dans cette question seulement, on prend n = 2, et on pose U = ({ i)
a.  Ecrire les quatre matrices élémentaires Ei; ; que peut-on dire de la famille (Eyy, E19, Ea1, E23) de
E=M,R)?

h.  Montrer que Hy est I'ensemble des matrices de I dont la somme des quatre coefficients vaut 0.

c. Trouver une matrice A de F telle que T'(U . M) # 0, et en déduire la dimension de Im Ty puis la dimension
de Hy.

d.  Moutrer que Hy; posséde une matrice inversible.

La partic IIX propose une généralisation de ce résultat.
PARTIE II : Quelgues résultats utiles pour la suite
Soit A = (a;;) et B = (b;;) des élémeunts de E.

noon

a.  Montrer que T(A. B) = Z Z ajibig.
i=1 jm=1

b, En déduire les identités suivantes :

(L) ’1'(‘/1‘[;):22,11.&”_
i=] j=1
(I) T(B.A)=T(A.B)

3

2.

3.

4.

5.

Soit I7 dans E.

a. Sil/ est la matrice nulle, déterminer dim Hy,.

b.  Si U7 mest pas la matrice nulle, montrer que 'on peut trouver un couple d'entiers (g, jo) tel que
Tu(Fiyie) # 0. En-déduire dim Hy;.

Pour (i,7) € {1,2, . ,"}2, on note 15 = Tg,,.

n. Les indices & et 1 étant fixés, caleuler 15 (Ex,) en utilisant (1)),

b, En déduire que les n? déments 135 de E* permettent de définir une base de E*.

Montrer que Papplication ¢ de B vers B 2 U o(U) = Ty est un isomorphisme d'espaces veetoriels.

On eonsidire i hyperplan vectoriel JI de [0,

a, Quelle est sa dimension 7

b, Soit A une matrice non nuile de K qui n’appartient pas & 1, montrer que : I = H @ vect(A).

¢.  Constriuire slors un élément 7 de E* tel que T = Kerl.

. Prouver l'existence d'un élément U de E tel que H = Hyj.

PARTIE 111 : Le résultat général

-
Pour 1 <7 < n, on note R, = 5 By,

1.

2.

i=1
o9 . 01
1. . .0 Piwti=1l 1<i<n—1
Soit P = .o c'est-d-dire P == (p; ;) avec  pra = |
a . . .0 pig =0 ailleurs
00 . 10

a.  Montrer que P est inversible.
b.  Prouver que P appartient a Uhyperplan Hp, .

En déduire que chaque hyperplan vectoriel H de E posséde au moins une matrice inversible. Indication : lorsque
H = Hy, avec U de rang r, on rappelle Ueristence de matrices S, et Sy inversibles telles que Sy .U .Sy = R,.



