
1) Montrer que f est un H-espace vectoriel.
2) Etablir qu'il est de dimension 3. (On pourra èventuellement considèrer l'application

<Pde f dans ]l3 définie par <p((un),,) = (uo, 'Ut,U2)')

3) Montrer que si l'on pose :Vn E IN, an = 21n'bn
(an)", (b"),,, (c"),, forment une base de f.

1) Donner l'expressioIl du terme général d'une suite (un)" de f en fonction cie s(~strois
premiers termes 11.0,1/,1et 1t2'

2

.~, c" n, les trois suites2" 2n

4. (JII SIII'I"""'. cla1ls /'ell" q'I<",(iIl1l :;('II]"11}l'1I1. '{'I(' (1 il,.

ln). Lknl<,1I1.rr>rqne ln lamille B c- 1..Y (I..Y l,} ('sl 11111'hlls" de ll':,

(l,) ('ak']]!'r ,,-d,Y (1) <,( ",(.\ Ii) l'uis dt'duill' i\l M:I1Ft,-', i

(ci D("!.er!uiner L'l1]atri('(' cie passagl' cil' III l "'SI' F il 11I1'lIs(' l'], HoU'e 1'1<.1'.. U(;],,']'ltlÜ"'l

dl' 1IJ(-~lJH'ln,nla.t.ri(~f' de P:\'S~;:\'Jc!,f'dl' ]:1 h:ISf' FI ;'\ la hn.St, B. Jlot/~f' FL':!I'.

(ci) IJIIIlI]I'L SaT]S' d(']]]lInstratiIl1l, U1I1' ('I~aljl,(- re!iant 11':; uUl!.ric('s 1\1. Ml. l'FI', !'i '1.<.1"

(1'1 Silii J' Li. C,tll',d,'r Al" pnis l'H dt.duin', 1',I'JI'I' " '" 1J]]I'sliIlHI.(d). 111'" 1'):1>]('8siIl1l d,.

JIn' (UlI dll1l]JI'ra II'Xpll'SsiuJ1 dl' dmcu1I dl's ('(II,ffjl']l']I(S dc 1'1'1,1,. Illlltric,,').

f). ()J1 Slllt.<'']'I'r;sl'dn1ls,.eI!.l'qlll'sliliu ,,l'l'lIsl'wl,1<,r ["':,1 ,l'.AI, i -;tII/ ~ ,\Mil, (", ",1)1

ln). LklJJunt](,r 'lue l' "1'11111 SUUS-I"'j'IIII' v"dllrie! d,. .\-I"tIR!

Il,1. l'r<l1l\'('J 1J1](' 1<-s m:,triu'c AI; f'i jl/i' SIIJlI. d,.s cOlnhina,isll1ls lint,,,ires dl' M, <'1 ",

le 1. ])<"(,"rIninC'r nnc base d" r.

n. ()II ,m!,!,,,,,,' dam, {,"(l.<' qlll'.sl.ioli qlH' Il ==1 dl, = 2. ElilItilisa,nl 1<-sT('SlI]j uts d" la qucstion

!"" (iJ), d(,t.erIniner l'application 'rî. En d(-duire la lwtuu' de Pl "1 pn:'ciser ses élémcn(s
uuactéristiqnes (on donnera U1I(' bCLSPde elw.clln dl', deux pspaer's vectoriel, cOllf'ern(,,' 1.
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MATHEMATIQUES
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(durèe : 1 heures)

Exercice 1 : (Eeole de COlllmerce EDHEC ImJtl) :
HIN dé'signe l'espace ved,oriel rÔd des suit.es à coefIicient.s !'é,els.

On é!.udie ]'('I1semble suivant. :

Problème 1 : (Ext.rait du concours commun des Petites Mines 2008)

7. Démontrer que ~c" est Ull endoll1orplÜslllf-' de IR" iXi.

8. Un se propose dans cett.e quest.ion de déknniller Kerr,:'" 1

On pose (( = rnax(a, /J) et on considère l'intervalle 1 =]n,

" " 2:r - (([ + /J) .
(a), DeulODtrer que la fonctIOn .f : :r ,--; -,, est cont.lJlue sn!' 1.

:r~ .. (() -1- /J ):1' -1- (I},

(b) Dél.enniner une primitive F df~ la fonetioll f sur l,

(c). ]t(-sondIc SlU' l'int''TvallP 1 l'équatioll dil!'l,rcnl,Ü,1I1' (El

Dans tout ce problème, n désigne Iln ent.ier non. nul, a et b sont deux nombres réels.
La notation IRn[X] désigne le IR-espace vectoriel des polynômes à coefficients dans IR et ayant
un degré inférieur ou égal à n.

Pour tout. P E IRn[X], on pose:

,
(

a + Ii
)<p,,(P)= (X - a)(X - Ii)? - n X -- --2 P

/if ___ ~_~U' -- n!:J-*-~
(:1' ;;y{7~~I,) :'1 .'~ (1

(d), Un HUPPUH"quI.' 'Il est pair et OTIécrit. '/1c= 21' avec l' 'ëcr~', Déduire de la queHtion 8.(c)
Hne bns" dl.' l'espace V('ctorif'l Ker( ',.'2,.),

()n suppose rnaint.el1al1t que '1/CHtimpair et ()JI l'cril '/1= 21'+ l ilV"" l' r=.PL DI~d'Ji]'" Ik

la q1H'sti"1I 8,((') une bas(' d(' l't'space vectorie] her(p~"f,1 (On l"mITa ,JjHcut('r Huivalli
II-'F\'!!l"urs rll' () et III.

LPartie A : Etude de <Pr 1-~---~_.-

Dans t.oute cet.te partie, on suppose que 'II.= 1. On pose donc:

\lP E RdX] , <p,(P)= (X- a)(X - Ii)/"_ (X _ Il; /J)P

1. Démont.rer que <PIest. lUI endomorphisme de IR, [X],

2, Soit. Bl = (l, X) la base canoniqne dt' IRJ[X]. Déterminer J\.f, = MatBT (<Pl)'

3. Dét.erminer une condit.ion nécessaire et snffisant.e sur a et 1)pour que <Pr soit bijeetiw"

:1



Problème II : (Extrait du eoucours commuu des Petites 1\1ines20(0)
Notations et objectifs;

D Soit n uu eutier, n 2': 2; on note E = MIl(Ii), le Il-espace vectoriel des matriees
carrècs d'ordre n à coefficients rèels, et E* = L(E, Ii), le Ii espace vectoriel des
applications linèaires de E dans H.

Ou rappelle que: dilll(E) .~ dim(E').

LPHél(;nlpnts dp .F;sont notés At := (m'ij), la matrÎf'r. élplllPIÜA.ireE'ij ps!. IR.lllfttrir.e dp E dont Jf'SrodJkient.!-i
sont t.ous nuls h rexeeptioll d~ celui qui se tnmvp HlIrla i-l~Jlleligne el. SUTla .j--;~lIJp'colollue, qui vaut 1.

Lorsque A et. B sont. des (~lénwlltsde E, OHHOt.,!A . n lellr produit.

Si!\-I E E, Ollnote veet(ilT) le sOlls-espar«-'V(~(~toridetlgendn~ par 1\1

2. Soit U dans E.

a. Si U (~st la m:Ürice nulle, d~tp.rminer cUmIllf.

b. Si U Il"est pas )11.matrice nlllle, montrer qllc J'on pcut trouver ml couple d'entiers Uo.},,)td qne
'lIJ(Ei".;,,) il!. Eu déduire dim H".

3. POIlf(i..i)E{I.2 n}2.oIluote1,j=1i.;,;.
n.. Les indiœs k et ll.tant fixl's. calcnler 1"(E,,,) "" Ilt,ilisant (T,).

1}, En d6(111Îrc qlW les 11.2(~MnH'nts 'Ii.i de E'+ pp.rm(~ttcl\t de' définir l.llW base tlp E*.

4. 1\lontn'f (tut' l'applicat.ioll If' cI('E vt'rs 1(''' : U 1--, (p(U) ~=Tu pst lUIisomorphislIIf>t!"pspacpsvedorif'}s.

5. On consicli'r<'1111 hyperplan v(~d,orh'l Il d(' E.

a. QUf-.lh~pst :,{t rIiIllf'llsion '!

h. Soit A 1HWHIil.t.ri(~e11011nulle rleE qui n'appart.iplIt. pas h JI, mont.rer que: H = Jf (f) vpct(A).

c. COllstrllin' nJors lin {'J(~IIIPllt, de E. t.e,'1que Il = !(er l.

Il. l'rnnver l'exisj-.eJ}cf~d'ull élément 1) de Etel qlle 11 = llu.

o L'objedif du prnb\f:'lllc est d(-~mOTltn~r qne dmque hyperplan vedori(~l (lf-~E p()s:-.;f~df'an moills 1111('rnatricf'
invcrsiblc.

o Si M= (mi]) F E. on Ilote 'l'(lU) 1" n'",1 L!II. k.
k",,]

On définit ainsi une applicat.ion '1' de E vers IR : M H 'l'(M).

A chnqup. nmtriee U de E, on associe:

L'applicat.ion 1(1 de E vers IR : Al H '/i/(M) C~ 'l'(U. M).

L'ensemble Iiu = {J\1 E E 11'(U .1\1) = O}.

PARTIE III : Le résultat général

POUf 1 "S;r::; rJ., on note Hl" L Eii-
1=1

PARTIE 1: Généralités. exen~

(

0 1) a I

J

]. . 0

Soit P = .. .. c'est.-Ù-dire P 0011]iJ)evee
O. . II
a 0 1 0

a. !\1ontrer que Pest inversible.

b. Prouver que P appartient. à l'hyperplan Ifl,...

2. En décluire que ehaque hyperplan veetoriel If cie E possède an moins une matriee inversible. Indication: lorsque
If = Hu, a1JecU de ran.qr, on rappelle l'exi,tence de mat,i",s SI et S2 in1JC1'siblestelles que SI. U. .ch = R,.

{

P'

.

'+1i'~

.

1.

1J1fl =. J

P'j = 0

t:::; i::::n-
1.

1. Quelques propriétés.

ft. JvTontrcrque Test nne application lill{~aire.

b. Pour U E E, l)fouver que l'application Tu P:Rtdans E..

c. Soit U E E' ; reconnaître Ker Tu, et; nlOutrer que Iiu PA.,tun Hons-espace vedoriel de E.

2. Dans cette que.,tion seulmlent, on prend n = 2. et (Ill pose U = (~ ~) .

H. Ecrire les quat.re mnt.riees élémentaires Eij ; que peut-cm dire de la ramille (El!, E12' E21, E22) de
E = M2(1R) ?

b. Montrer que Iiu est l'ensemble cles matrices de E clont la somme des qnatre coefficients Vltut O.

c. Trouver une matrice JlI de B t.elleque T'(U . Af) i 0, et eu déduire la dimension de lm 7/, puis 11\dimension
de Hu.

d. M,outrer que Hu possède Hue mat.rice inversiblc.

Dapartie III TI1YITIO.,eune .qénérali.,at.ionde ce ré.sultat.

ajlkllr~

PARTIE II : QuelQues résultats utiles Dour la suite

1. Soit A ~, (ai';) et B = (l,;j) des élément.s de E.
11 n

n. Montrer queT(A.B) =LL"--;;/1;.i'
i=l.i=l

b. En déduire les identit.és Huivantef> :

(I,) 'l'('A,U)=LLajibi.;'
;=1 j=1

(I2) J'(B. A) = 'l'(A. B)
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