
parcouru (h.:J~-;le seJlStrigoJlométrique.

1,1. R(~prffientt~rle domaine G et '').

1.2. Calculer directement, en paramétrant l'arc: 1V avec P: (x,y).- 2xy _:1;1 et Q: (x,y) 1-+x -+,,2.
1.3. Retrouver le rè)ultnt prœ.éclent CIlutilimmt la formulc de Green-Ricmann,

1 Question 2.1

. .. . 8Q 81'
On suppose qUI:les deux fonctions Pet Q vénhent : pour tout (x, y) E JR2, Dx (xIY) = ûy (x, y),

2.1. Que vaut: iV'!
2.2. Donner un exemple de champ de vecteurs VI non identiquement null et vérifiant la propriêtè :

. 8Q 81'

'I(x,y) E IR', 8x (x,y) = Dy (x,y).

1 Question3.1

3.1. Démontrer que les intégrales curviliglU~ssuivantes: A] = J, X dy,

sont égalcs,

Interpréter gooml!triqucUlellt le résultat oùtenu.
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A,= .. 1YdX et A,=~ l (xdY-YdX)
, 2 ,Si, au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, d'une

part il le signale au chef de salle, d'autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu'il est amené à prendre.

3.2. Représmltcr grnphicluement l'arc orienté 'Yd'équations para.môtriquœ : t E [-1r,1fJ t +

orthonormé (0, -;,7) direct,

On précisera les t.angentes aux points singuliers.

3.3. Détermint~r l'aire délimitée par la courbe 1.

L'usage de calculatrices est interdit.

1 Problème 1

.1Applications simples du cours 1

1 Préliminaires 1

1. IJlustrer graphiquement la double inéglÙité: Vt E [0, ~]I ~ t, sint' t,
+00 sint 2 1r

2. On veut montrer que l'intégrale
1. - dt est convergente.
o t

On poseal011l,pour tout t > 0, l{J(t)= sin t.t
2.1. VérHier que II' est prolongeahlc par continuité sur llintervalle [D,Ij.

2.2. Pour tout x > l, on dèfinit .p: x ~ .p(x)= /,%",(t)dt.
cos x

/,
:1:C05t

Montrer que l'on u: "Ix > 1, 4'(x) = cosl ~ - - ~dt.x 1 t

2.3. Prouver que 1j)(:.c)tend vers une limite finie lorsque x tend vers +00.

/.
+IX;Isin t

2.4. Déduire de ces résultat.s que l'intégrale .- dl rst convergente.
o t

1
+00 sint

Partie 1 : Une première façon de calculer l = - dt
o t

~.
Soit 1= [a,bJ (avec a < b) lW intervalle de IRet U un ouvert de IR'.

On ccnsidère : V : (x, y) E U ~ (~~:::~ )un champ de veeteurs et ., un are oricntè du plan de paramètrage :

tEl ~ (=i:i ), de elasse e' par morceaux sur I, parccuru dans le sens d.. t croissants.

On rappelle que la circulation de V le long de 1', notée 1 V se calcule par la formule:

J, V = J, ( P(x,y)dx + Q(x,y)dy)

On Sllppœe P et Q de clW:iSeel sur U. L'arc , est supposé fermé, sans point double et parcouru dans le sens trigonométrique
Il délimite un domaine G d'un seul teno.nt, iuc1us da.na U .

On rappeUe la fonnule de Green-Riemann :

Soient les duux fonctions:

l': (x,y) ~ l'(x,y) = :-', [xsinx - ycosx]x +y

Q: (x,y) ~ Q(x,y)= :-., [xcosx+ ysinx]x +y

1 Question 1.1

Dans cette question uniquementl on prend G = {(XI y) E JR2. Y ~ x2 et y2 , x} et pour 'Y l'arc fTf)nti&c délimita.nt ce domaine,

( x(t) = cos' t
y(t) = sin' t )d"'L' I1n repère



eL 11 le cha1l1p de voctcur.: (x,y) ~ (~~~:~~)
1 Question 1.1

.Justifier le fait. que P et q sont cIeux fundions dC! da ~t~el HUI"tout domaine U de Ilfl ne cont.enant pas l'originc.

1 Question 2.1

Soit "t Wl arc fcrmê saIlS point douule, u'clI.tourlUlt pa... l'origine et pareouru dmls le SCIl."Itrig()nolllr.triqll(~.

Démontrer que: !, V ::::: O.

1 Question 3.1

On cOIL'~idère r J'arc ùe cercle de rayou p > 0 pa.ralIll~tré par: 0 E [O. ~]>-< (x(
(

O
o

)
)

= P ~'i o
O

)et on note Ap l'intl!grnle :
2 y = P SUI

Ap = i (P(x,Y)dx + Q(x,Y)dY),

Cc résultat est conuu sous h~nom de Lemme de Ricnuum-Lchcsgue.

1 Question 3.1

Montrer que ln fonction h : t ~ h{t) = ~t
~~
4.1. Culculer: lim (un - 'Un).

"_+0<1

, l TC'O sillx
4.2. En déduire ln valeur de 1 = - dx.

o 3:

1
+00 sin t

Partie 3 : Une troisième façon de calculer 1 = - dt
o t

enst
[

"
]---; t.-'Stprol(}llgcabh~ lm Ilne fonction de da <:;cel sur 0, - .

sint 2

ri ,
3.1. Montrerque:Ap= Jo e.-PSLU'cos(pcos 0) dO.

3.2. Calculer: lim Ap.
p-o+

3.3. Montrer que : p~~looAp = O.

On pourra, plU'excmple, utiliser lœ préliminaires.

1 Question 4.1

Soient r et R deux réels t.els quc : 0 < r < R. On considère l'arc "( constitué par :

Suit u E lit.., On note LI.~ [0,u] x [0,uJ eL J = /i (sin x) e-"" dxdy

1 Question 1.1

DOIlIlcr WIC primitive de la fonction x!--+ (sinx) c-o:a: où cr E IR..

1 Question 2.1

, l u sinx. l u 1- e-WU(c:ostl+ y:;iuu)
EJl utilisant l'intl:gralc J, montrer que: ---=---[1 - c-n] dx = . . '} <ly.

o x 0

1 QuC'.stion 3.1

'YI: le segme11t[Al ,A,] oÙ Al = (r,O) et A, = (lt,O).
'Y2: le quart de cercle de centre 0 et de rayon R reliant A2 à Aa = (0,Il),
"(3: le segment !A3. A4] où A4 = (D,r),
')'4 : le quart de cercle de <::cutre0 et de rayon r reliant A4 â AI.

4.1. Représenter graphiquement l'arc orienté 1 dans un repère orthonormé (Q, 7, 1) ùired.

1 IR sinx
4.2. Moutn:r que: V = - (lx.

"fI r X

4.3. Vérifier que: LV = O.

1+00 sin x
4.4. En utilisant les résultats précétlcnts, déterminer la valeur dc 1 = - dx.

o x

1
+00 sin t

Partie 2 : Une deuxième façon de calculer 1 = - dt
o t

l' cos! .111(2nl) l i si11(2nt)
On pose, pour tout n E N. 1Un = , dt et Vt!= ~ dt.

o SUIt 0 t

~2:J

, l" siux l u JI sinu + cœu "
Ou note alurs : 1\1 = e-%U- tlx et K2 = ? e~1I tly.

o x 0 1 +!I

3.1. Prouver que: Hm KI = O.
u-~+OQ

3.2. En utilisnnt nue majoration, détcrminer : u~~IOCIK 2-

1+00 sinx
3.3. Retrouver alors la valeur de 1 = - d:J;,

o x

1 Question 4.1

1+00 sin2 x
4.1. Montrer que l'intégrale ~ (lx est convcrgente.

o x

{+oo sin2 x
4.2. Eu utilisaut le résultat de la question 3.3. calculer la valeur de Jo ~ dx.

Fin du problème.

1.1. Vérifici' que Un et Vn exitltent pour toute valt~ll1" de j'entit!r naturel n lion l1ul.

1.2. Eu calculant 1lwIH- u.,."montrerque u., est indépendantede -net donnersa.vulcur.

1 Question2.1
Soit h une fonction de c1o..c;scel S\Lr lm segment. [a, tl] à valeurs dan.."! IR.

On pose. pour tout rn EN, IIm = LfJ h(t) eilrlot dt.

Montrer, en utilisant une intêgTatioll par parties que: lim Hm = 0,n t-"""


