PSI Mai 2011
MATHEMATIQUES

Préparation a 1’oral

Planche 1

Exercice 1 :
Soit £ = R,[X]. On considere I'application

p: B — R
P — _11 IPJS% dt
Soient (xq, 1, -+, x,) n+ 1 réels distincts.
Démontrer qu'il existe n + 1 réels uniques (ag, ay, - -, a,), tels que VP € E, p(P) =
Z CLkP(ZL'k).
k=0

Donner une méthode « pratique» de calcul des a;.

Exercice 2 :

“ln(1—t ' Int
1) Montrer que, pour 0 < x < 1, f(a:):/ %dt:/ 1n dt.
0 1

—T

400 2 +oo 2 2
1 1 1 In2
2) En admettant que nE:l 2= %, montrer que f <§> = — nE: Sz = ( nz) — 71T—2

3) A T'aide du développement en série de Fourier de la fonction 27 périodique coinci-
dant avec 'identité sur [—m, 7], montrer le résultat précédemment admis.

Planche 2

Exercice 1 :
On définit la suite de fonctions (f,,)nen+ par :
Vo € [0,1], fi(z) = V2 + 2z et Vn € IN*, fri1(x) = /2 + fu(2).
1. Etablir que : Vo € [0,1], (fn(Z))nen+ est croissante, majorée par 2 et minorée par

V2

2. Etablir la convergence simple de (f,(z))nen+ sur [0, 1].
1
dz

’ \/2+\/2+\/m‘

3. Etudier la suite (a,)nen+ o a, =

Exercice 2 :
Soit P la courbe d’équation v/x + \/y = 1.
1. Justifier qu’il existe 6 € [0, 2], z = cos*(6),y = sin*(6).
2. Montrer que y = x est un axe de symétrie pour P.

3. Trouver une équation cartésienne de P dans le repére (O, 1,J) ou I = \% ( _11 )

1
- L
et /=370
4. En déduire nature, construction et longueur de P.



Planche 3

Exercice 1 :
Soit £ = R,[X]| muni de sa base canonique Bj.

1. Soit By = ((1 4+ X)*)o<<n. Justifier que B est une base de E.
2. Soit P € E de coordonnées (ay)o<k<n dans By et (bg)o<k<n dans By
3. Donner la matrice de passage de By a B; et son inverse.
(a) Pour chaque k € {0..n}, donner a;, en fonction des (by,)o<p<n.
(b) Pour chaque k£ € {0..n}, donner b, en fonction des (a,)o<p<n-

4. Soit S, l'ensemble des permutations de [1..n] dans lui méme et D,, le nombre de
permutations de S, n’ayant pas de point fixe. On pose Dy =1

(a) Montrer que Z ( Z > D, =nl.

k=0

(b) En déduire D,,.

jus

dzd
Exercice 2 : En calculant par 2 méthodes, / / Y caleuler / ’ In(sint)dt.
0

(@aeloi)xo.5] 1 +a?tan®y’

Planche 4

Pour n € IN et x € [—1,1], on pose T),(x) = cos(narccosz).

Pour n > 1, calculer T,,,1(x) + T,,—1(x) et en déduire une relation de récurrence entre
Tyits Ty Tt

Montrer que T}, est un polynéme de degré n exactement dont on déterminera le coetf-
ficient dominant. Calculer 7),(1) et T,,(—1).

Montrer que (7p,---,T,) est une base de R,[X].

On pose Ty = \/L;To et, pour n > 1, T, = \%Tn.

' P(2)Q()

———d
-1 \/1—$2 ‘

Montrer que (Ty, - - -, T,,) est une b.o.n de R, [X] pour le produit scalaire < P, Q >=

Montrer que liIle " sin? (t)dt = 0.
p—T0 Jo
Montrer que, sur R[X], [|[P|| = /< P,P > et N(P) = Sup |P(t)| ne sont pas deux
te[—-1,1]
normes équivalentes.
Déterminer P tel que | X3 — P(X)|| = Inf [ X3— R(X)|.

RER[X]

Planche 5

Exercice 1 : Justifier la convergence et donner la somme des séries suivantes :

2n+1 1 1
> >Z("+g>m

n>0 ’ n>1

Exercice 2 : Soit A une matrice de Mio(€) dont le polynéme caractéristique est P(X) =
X(X —1)%(X —2)(X - 3)%
Montrer que ([0, A, - -+, A%) est génératrice de l'algébre €{A] des polyndomes en A et

9
expliciter les a; tels que A% = Z a; A’
i=0



Planche 6

Exercice 1 :
sin(30)
1+ sin(20)
2. On oriente C' dans le sens des t croissants. Calculer les rayons de courbures en O
pour chacun des arcs passant par ce point et au point A(6 = 7).

1. Tracer la courbe C' d’équation polaire :p =

Exercice 2 : Soit n € IN* et (A, B) deux matrices d’ordre n symétriques et réelles,
démontrer :

1) tr(AB + BA) < 4(tr(A?%) + tr(B?))

2) (tr(AB + BA))? < 4tr(A%)tr(B?) (question indépendante de la précédente)

Planche 7

Exercice 1 : Soit n € IN* et A € M,(0) et B € My, (C) définie par blocs : B =
A 4A
(4 %)
: : N 1 4
1) Etudier la diagonalisabilité de ( 11
A 0

0 3A
3) Montrer que B est diagonalisable dans M, (C) ssi A l'est dans M,, ().

2) Montrer que B est semblable a

Exercice 2 :

Soit S, le nombre de solutions (z,y) € IN? de 'équation 2z + 3y = n ou n est un
entier naturel donné.

1. Montrer que, Vt €] — 1,1],

i t?n i t3n :i Sntn
n=0 n=0 n=0

1
=)o)

2. Développer en série entiére la fonction ¢t ——

3. En déduire S,,.
Planche 8

Exercice 1 :

011 021
1) Montrer que | 1 0 0 1 0 1 | sont semblables.
210 010
00 4 21
2)[ 1 0 -8 00 — sont-elles semblables ?
01 5 0 1

Exercice 2 : Soit h une application continue sur [0, 7]. Etudier la convergence simple de
la suite de fonctions (f,), ou f,(x) = h(x)(sinz)". Etudier la convergence uniforme.



Planche 9

cos(xt)

Exercice 1 : Ensemble de définition de g : x —— fol @dt. Montrer que g est paire et

C? sur R. Montrer que g vérifie une équation différentielle et déterminer son développe-
ment en série entiere.

Exercice 2 : Soit A, réelle, carrée d’ordre impair, de déterminant égal a 1 et dont les
racines complexes du polynéme caractéristique sont de module 1. Montrer que 1 est valeur
propre de A.

Planche 10

Exercice 1 : Pour A matrice carrée d’ordre n et inversible, montrer qu’il existe un
polynome de degré n tel que P(A) = AL

Exercice 2 :
et —1

Montrer que f définie par f(z) = —2—1’ pour x # 0 et f(0) = % est C™ sur R.
x
Exercice 3 : Nature de la surface d’équation 2% + 2y? + 322 + 4az — 4 = 0.
Planche 11

Exercice 1 : Soient (a,b,c) € R®. Calculer le déterminant de la matrice

a+b a+c b+c
a2 +b a4+ bP+A
ad+b a4+ B+

Exercice 2 : Pour 1 < a < b, calculer / /
a<y<b,0<z<r Y — cos()

dxdy.
Planche 12

Exercice 1 :

ap a0 Qp-1
Ap—1 .
En observant que A = € M, (D), est la somme de puis-
ai
ay - Qp—1 Qg

sances d’'une matrice donnée, montrer que A est diagonalisable et chercher ses éléments
propres.

Exercice 2 : .
On note, pour tout n € IN — {0,1} : I,, = /
0

e n
In (x)
1. Montrer que, pour tout n € IN — {0, 1}, I,, existe et que :

+o0 —t
e
In(n) /= 14 o

n Inm)

dzx.

n

2. En déduire : I,, ~ .
n—4oco In (n)



Planche 13

Exercice 1 :

L’application f définie sur M,,(C) par f(M) = M + tr(M)I, est-elle un endomor-
phisme ?

Trouver son noyau et rang, un polyndéme annulateur de degré 2. f est-il diagonali-
sable ? Inversible ? si oui, donner f~1.

Exercice 2 : Nature de la surface d’équation 2% + ¢ + 22 — 2yz — 4o + 4y — 1 = 0.
Existe-t-il des plans tangents & cette surface et paralléles au plan x +y + 2z = 0.

Planche 14

Exercice 1 : Montrer qu'il existe un unique couple de réels (a, b) tel que, au voisinage de
+o0, Z In(k +n) =nln(n) +an + b+ o(1).
k=0
Exercice 2 :
1. Donner la nature des surfaces d’équations S1 : x = 22 +y? puis 52 : 22 +y% +2% = 1.

2. Déterminer ’équation du plan tangent en un point de S1 (resp de S2).
3. On pose I' = 51N S2. Donner la tangente en un point régulier de Gamma.

Planche 15

Exercice 1 : Soit E un ensemble fini et P(E) I'ensemble des parties de E. Calculer
Z card(X) en fonction de card(FE).
XeP(E)

Exercice 2 : Calculer par deux méthodes 'intégrale curviligne I = [, 2*dy — y*dx on C
est le cercle de centre O et de rayon R parcouru dans le sens direct.



