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CORRIGE DU NEUVIEME DEVOIR SURVEILLE.

Fonctions de deux variables. Algéebre bilinéaire

EXERCICE DE CIRCULATION

1. Question de cours.
cf cours.

2. (a) Représentons G = {(z,y) € R?,y > 0 et 2> + 4> < 1} et v larc frontiére délimitant ce domaine, parcouru
dans le sens trigonométrique.

Fic. 1 — Le domaine G

(b) Une paramétrisation de Uarc vy peut se faire en décomposant v en deux arcs y1 et 2 :

x(t) = cos(t) z(t) " -
" { y(t) = sin(t) LS [0, 7] puis v2 y() o avect€[=11].
/*ydwrxdy = / *ydw+mdy+/ —ydr + xdy
Y ,Y%
= / (sin(t) % 4 cos( (t)) dt—l—/ 0dt
0 _

= 7

(c) Nous sommes bien dans les conditions d’utilisation de la formule rappelées dans ’'énoncé. L’aire du domaine

G est g Nous avons donc :
—ydr+xdy =2 dxdy =m
/ I

On retrouve ainsi le résultat de la question précédente.

8. On suppose que les deux fonctions P et Q vérifient la propriété :

oQ _opP
(%) pour tout (z,y) € U, %(ﬂi,y) = oy (z,y)

(a) La formule de Green-Riemann nous donne / F=0.

(b) Le champ F(z,y) = (y,x) défini sur R* vérifie la propriété (x).
(c) (%%) le champ F dérive d’un potentiel scalaire. lorsqu’il existe une fonction f : U — R de classe C* telle
que F =grad f, 1.e. :
af (

P(a.y) = G (2,0) et Qavy) = G (@),

Le champ F de la question précédente dérive sur R? du potentiel scalaire flx,y) — zy et vérifie donc la
pPropriété (%*).

(d) Nous savons que (%%) = (x) et (x) = (*x) lorsque U est un ouvert étoilé.



PROBLEME 1. UN PRODUIT SCALAIRE SUR DES ESPACES DE FONCTIONS.

Question préliminaire

1. Démontrons que o définit un produit scalaire sur E.
o 0(9,.0) = [[ 9(x,9)f(@,y) dedy = [[ f(@,y)g(x,y) dady = @(f,g) donc @ est symétrique.
R R

o Soit fi, fa, g trois fonctions de E et (A, p) € R? :
e+ ufg) = [[Of +pfo) @ y)g(w,y) dudy

;ﬂ fi(z,y)g(, y) dedy + /\H fa(z,y)g(x, y) drdy
R

R
= e(f1,9) + we(fz, 9)

Donc ¢ est linéaire par rapport a la premiére variable. Par symétrie elle est donc bilinéaire.

o o(.0) = [[ f(a,y) dedy > 0.
R

Supposons que p(f, f) = 0; la fonction f> est continue, positive et d’intégrale nulle sur R donc f?, et par
conséquent f, est identiquement nulle sur R.

Partie T
2. Soit (a,b,¢) € R? tel que afo + bfi + cfz = 0. Nous avons donc :
Y(z,y) € R* a+bx+cy=0.

Pour x =y =0 il vient a = 0; puis pour x =1 et y = 0 il vient b = 0; et enfin pour y = 1 il vient ¢ = 0.
Ainsi (fo, f1, f2) est une famille libre et dim F = 3.

1
3. |foll =1, || f1l] = l|f2]l = —= donc seul fo est unitaire.

V3
4. (folfr) = %, (folf2) = % et (f1lf2) = i La famille (fo, f1, f2) n’est donc pas orthogonale.

5. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué a (fo, f1, f2) nous donc la base orthonormée de F :

81:17 82:2\/5(1‘—%)7 5322\/5(3/—%)

Partie IT
6. Soit (k1,k2) € [1,n]%. Nous avons ’égalité :

cos(k1z) cos(kax) = cos ((k1 + ko)) -; cos ((k1 — kz)l’).

Il vient donc :
s st kl = k2 5

2m
/ cos(k1z) cos(kozx) dx = { 0
0

7. Pour tout (k1,11) € [1,n]? et tout (k2,12) € [1,n]* nous avons

sinon.

1
(eky iy |€Roitn) = —QII cos(k1z) cos(l1y) cos(kax) cos(l2y) dzdy
m
R27r 2w
= =2 cos(k1x) cos(kax) dz/ cos(l1y) cos(l2y) dy
0 0
D’apres la question précédente nous avons donc :

( | )_ 1 Sik1:k‘2€tl1=l2;
Crlal€h2,2) = 0 sinon.

Autrement dit la famille £, = (k1) (k,peq1,np2 €st une famille orthonormale.

8. On note E = Vect (&,). La famille £, est orthonormale donc c’est une famille libre. Ainsi E, est une base de E
et dim E = n?.



9. Soit Uapplication A définie pour toute fonction f de classe C? sur R? par

2 2
Af (o) = G @) + G )

(a) On vérifie sans difficulté que A est linéaire. Ensuite Aex;) = —(k* + 1%)ex,; donc A(E) C E. Ainsi A
induit un endomorphisme sur E.

(b) Ordonnons les éléments de &, de la maniére suivante :
(61717 e Clmy e €31, €Ciny e €0l enyn)

La matrice de A dans la base &, s’écrit :

My, 0 - 0
0

M;
0 M,

ot M; est la matrice diagonale de My, (R) dont les coefficients diagonauz sont les —(i® + 52) pour j € [1,n].

(c) La matrice de A dans la base &, est diagonale et tous ses coefficients diagonauz sont non nuls. Donc A est
de rang mazimal : rang A = n*. La formule du rang dimker A4+ rang A = dim E donc

ker A = {Og}.

L’équation Af = 0 admet donc pour unique solution dans E la fonction identiquement nulle.

PROBLEME 2. RESOLUTION INTEGRALE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Partie 1. Continuité et dérivées partielles de H

1. Cf Fig. 2
2. On traite le cas ou x <y, le cas ot x > y se traitant de maniére analogue.
On a : min(z,y) = z; max(z,y) =y et |t —y| =y —x. D'od :

1 1
glety—lr—y) = S@+y-(y-2)
=
De méme :
1
Jletytilz—y) = y
3. (z,y) — |z — y| s’écrit sous la forme go f ot f : R?* = R est définie par f(z,y) =z —y et g: R — R est définie
par g(t) = |t|.
Les fonctions f et g étant continues sur leur domaine de définition, on en déduit que (x,y) — |z —y| est continue
sur R2.

4. On distingue selon que (z,y) € Th ou (z,y) € Ts.
o Si(x,y) € T1, alors

H(‘Tvy) = Gl(yvx)
(a—y)(b—x)
= (a—min(z,y)) (b — max(z,y)),

puisque T > y.
e Si(z,y) € Ta, alors

H(mvy) = GQ(yvx)
= (b-y)(a—=)
= (b—max(z,y)) (a — min(z,y)),

puisque T < y.



Fi1G. 2 — Ensembles T7 et T pour a =0 et b= 1.

D’ou le résultat. D’aprés la question précédente, on en déduit que H est continue sur P. De plus, H < 0 sur P
puisque a < min(z,y) < b et a < max(z,y) <b si (z,y) € P.
. L’exprefsion de H obtenue a la question précédente permet de dire que
e Sur Ti, la fonction H s’écrit :
H(z,y) = (a—y) (b—x).
Par conséquent H est polynomiale sur l’guvert Ty donc elle est de classe C* sur T}.
Les dérivées partielles de H en (z,y) € T1 sont donc égales a

OH OH
%(w,y) =y—a; afy(x,y) =z -b

o Sur fz, la fonction H s’écrit :
H(z,y) = (a —z) (b —y).
Par conséquent H est polynomiale sur l’guvert Ty donc elle est de classe C* sur Ts.
Les dérivées partielles de H en (z,y) € T sont donc égales a

OH oH
%(x,y) =y—b; afy(:v,y) =z —a.

Partie 2. Extrema de H

6. Pour tout x €]a,b],
H(z,z) = (x —a) (z —b).
La fonction x — (xz — a) (x — b) étant strictement négative sur ]a,b[, on en déduit que H(z,z) < 0 pour tout
x €la, bl.
7. (a) Soit (z,y) € P. Alors : (x,y) € OP si et seulement si x = a oux = b ouy = a ouy = b. On trouve
H(z,y) =0 si (z,y) € OP.
Puisque H prend des valeurs strictement négatives le minimum de H sur P ne peut étre atteint sur OP.
(b) On s’apercoit que H ne posséde pas de point critique ni sur Ty ni sur Ty. Par conséquent, le minimum de
H sur P n’est atteint ni sur T ni sur Ts.
.o . a a a b—a)? FIRRY
(¢) Le minimum de v H(z,z) = (z — a) (x — b) est atteint en 2E2. De plus H(*EL, «Eb) = —%. D’ou
b—a
H(z,z) > —% pour tout x € [a,b].
(d) D’apreés les questions précédentes, le minimum est atteint uniquement sur la premiére bissectrice. Ce mini-
mum est atteint en un seul point : le point de coordonnées (%’b, %"b)
8. Puisque H < 0 sur P et puisque H = 0 sur OP, on en déduit que M = 0.



Partie 3. Une équation différentielle

9. y vérifiant y" (z) = f(x) pour tout x € [a,b], on trouve a l’aide d’une premiére intégration sur [a,t] avec t € [a,b] :

€ la,bl ')~ (@) = [ 1()ds.

Soit : .
vt labl, () =v/(@)+ [ f(s)ds,
En intégrant cette derniére égalité sur [a,x] avec x € [a,b], on trouve :
T t
vo e fath o) - s0) =y @G-+ [ ([ sea) @

Puisque y(a) = 0, on obtient finalement :

YV € [a,b], y(:c):)\(:rfa)+/: (/:f(s)ds) dt

avec

10. L’intégrale itérée [* (f; f(s) ds) dt s’obtient comme lintégrale double sur le domaine (cf. Fig. 3)

T={(ts) eR’|a<t<z,a<s<t}

de la fonction (t,s) — f(s) qui est continue sur T.

11. On s’apercoit que T s’écrit également (cf. Fig.4 :
T:{(t,s)€R2|a§5§:r, sgtgx}.

Le théoréme d’intégration par tranches permet alors d’écrire :

ijf(s) dtds = /: (/x £(s) dt) ds.

D’ou

Hf(s)dtds = /:f(s) (/x dt) ds

/;(x —9) f(s) ds.

Finalement, on trouve :
Vz € [a,b], y(z) =A(x —a) + / (z—s) f(s)ds.

12. D’aprés la question précédente, on a .
b
y(b)=A(b—a)+ / (b—s) f(s)ds.
Puisque y(b) = 0, on obtient :

1 b
p— /a (b—s) f(s)ds.

En remplagant X par lexpression trouvée, on obtient la forme cherchée de y(z) pour z € [a, b].

A=

13. Vérification fastidieuse que nous ne reproduisons pas en ces lignes.



; B
a X b (0t)

F1c. 3 — Domaine d’intégration 7.

(0s)
b 51

(0t)

F1G. 4 — Intégration par tranches horizontales sur le domaine T

14. On définit G sur P de la maniére suivante :

Gi(s,z) si (s,z) € Tz, c.-d.-d. sia
Gls,z) = { Ga(s,x) si (s,z) € T, c.-d.-d. sia

La fonction ainsi définie est clairement continue sur Th et To. Quant a la continuité sur la premiére bissectrice,

on peut l’obtenir grace a la continuité séquentielle.
L’expression précédente de y peut alors se réécrire a l'aide de G sous la forme :

x b
Vz € [a,b], y(x) :/ G(s, ) d5+/ G(s,z)ds.

Soit le résultat demandé en utilisant la relation de Chasles.



