PSI Brizeux Ch. DF5 : Exemples de bilans en dynamique des fluides 54

CHAPITRE DFS
EXEMPLES DE BILANS EN
DYNAMIQUE DES FLUIDES

1. INTRODUCTION

Jusqu’a présent, nous n’avons étudié que de la dynamique locale des fluides : les équations utilisées
(conservation de la masse, équation d’Euler, évolution thermodynamique) sont, en effet, définies en
tout point de 1’écoulement et a tout instant.

La relation de Bernoulli constitue déja une premiere approche de bilan puisqu’elle intégre 1’équation
d’Euler sur une ligne de courant, pour obtenir la conservation d’une certaine grandeur le long de cette
ligne.

Toutefois, pour déterminer la force exercée par un fluide sur un obstacle par exemple, ou établir
I’équation du mouvement d’un systeme contenant un fluide en mouvement, nous allons devoir
considérer des volumes et des masses de fluide et effectuer des bilans sur des grandeurs associées.

Ainsi, a un instant t, nous pouvons délimiter une masse donnée m de fluide occupant a cet instant le
volume T. A cette masse et a ce volume sont associées des grandeurs calculables par une intégrale :
quantité de mouvement, moment cinétique, énergie interne, énergie cinétique par exemple...

Deux démarches sont alors possibles rejoignant les approches eulérienne et lagrangienne :

- Considérant le volume T comme fixe,
nous pouvons, dans ce méme volume, calculer
les mémes grandeurs a I’instant t + dt. Cette
approche est évidemment eulérienne.

Nous disons alors raisonner en systéme ?
ouvert, le volume t étant appelé volume de
controle. En effet, au cours du temps, du masse m de fluide présente dansta t

fluide traverse les parois du volume t. Dans ce
volume, les variations de toute grandeur sont
purement locales (c’est a dire associées a

I’opérateur i)
at’”

Nous avons d’ailleurs déja effectué ce type
de raisonnement pour établir 1’équation de
conservation de la masse, a partir d’un bilan
de masse d’un volume de contrdle. ﬁ\

masse m' présente dans le méme Tt at+ ot
(systeme ouvert )
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- Nous pouvons au contraire adopter une approche lagrangienne en nous déplacant au cours du
temps avec la masse m de fluide considérée a I’instant t. cette méme masse occupe alors, a 1’instant
t+dt , un volume t’, présentant en général des déformations par rapport au volume T, et de volume
total différent de T si le fluide est compressible. Les variations des grandeurs associées a la masse m
doivent alors étre calculées en tenant compte du déplacement du fluide.

P

t

masse m identique présente dans t' a t + Ot
(systeme fermé )

masse m de fluide présente danst a t

Les bilans effectués dans ce chapitre privilégieront cette derniere approche : ces bilans sont associés
a des systemes fermés de masse constante...

2. FUSEE

La fusée représente un systeme solide, mais qui contient un fluide qui est éjecté de la fusée durant sa
phase propulsive. Pour établir ’équation de mouvement de la fusée, qui doit tenir compte de ce
mouvement de fluide, nous devons utiliser un bilan d’un systeme fermé tel que nous venons de le
décrire.

Plus concrétement nous considérons une fusée de masse initiale m,, qui éjecte des gaz vers I’arriere, a
une vitesse u par rapport a la fusée, avec un débit massique D,,..

Nous allons ici raisonner sur un bilan de quantité de mouvement :

Considérons le systeme formé a ’instant t par la fusée, de masse m(t) : il est caractéris€ a cet instant
par la quantité de mouvement m(t) v(t), v(t) représentant la vitesse de la fusée par rapport au référentiel
d’étude.

A D’instant t + dt, la fusée a perdu la masse dm = D,, dt par éjection de gaz vers ’arriere, et sa vitesse
est devenue v (t + dt) : la quantité de mouvement associée est donc m(t + dt ) v(t + dt). La variation de
masse de la fusée notée dm (donc négative) s’identifie a la masse perdue - dm. Il ne faut pas oublier

d’ajouter la quantité de mouvement dm (Vv +u) de la masse dm éjectée.

Au total, la variation de quantité de mouvement du systéme entre les deux instants est :

Dp = m(t + dt ) V(t + dt) + dm (V + ) - m(t) V(t) = d(mV) + dm (V + G)=mdV +D, dt U
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soit —=m —+D_u

Il apparait alors qu’aux forces « classiques » telles que la force de gravitation ou des forces de
frottements s’ajoute une force due au débit de quantité de mouvement du fluide éjecté par la fusée.
Comme la vitesse d’éjection est évidemment de sens oppos€ au mouvement de la fusée c’est cette force
qui assure la propulsion de la fusée : elle est appelée force de poussée.

Si nous pouvons négliger les autres forces devant la force de poussée, 1’équation précédente en
projection sur un axe ascendant z s’écrit :

m(t) (cil_: =D,u avecm(t)=m,-D,t pendant la phase propulsive

D,u dt => v(t)=u Ln—o

soit dv= —2—
m,—-D_t m,—-D_t

3. TOURNIQUET HYDRAULIQUE

Le probleme du tourniquet s’apparente a celui de la fusée a ceci pres qu’il y a la fois arrivée et
départ de fluide.

Un tourniquet hydraulique est un systéeme mobile, sans frottements, autour d'un axe vertical par
rapport auquel son moment d'inertie vaut J (lorsqu'il est rempli d'eau). Il est alimenté par sa base avec
un débit massique D d’eau constant et comporte n branches identiques de longueur a, a l'extrémité
desquelles I'eau est éjectée tangentiellement avec la vitesse u constante ( par rapport au tourniquet ).

Nous nous proposons d’étudier le mouvement du tourniquet, immobile a l'instant t = 0, grace a un
bilan de moment cinétique.

\
I

/

\
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A cet effet, considérons le systeme fermé formé, a I’instant t, par le tourniquet et la masse m de fluide
constituée par la masse m, contenue a I’instant t dans le tourniquet et de la masse dm = D dt qui sortira
par les embouts pendant le temps dt.

A cet instant, évaluons le moment cinétique o de ce systéme en projection sur 1’axe de rotation :
y

- I’ensemble tourniquet + la masse m, possede le moment cinétique Jo(t)
- la masse dm arrivant par 1’axe du tourniquet a un moment cinétique nul.

A Tinstant t + dt, la méme masse m est formée d’une masse m, identique dans le tourniquet (fluide
incompressible) et de la masse dm qui a été éjectée par les embouts des branches du tourniquet.
Le méme systeme possede, a I’instant t + dt, un moment cinétique projeté :

- Jo( t +dt) pour ’ensemble tourniquet + m,
- dm a (aw - u) pour la masse éjectée (ce résultat est indépendant du nombre de branches...)

La variation totale de moment cinétique est donc :
dw
Do=Jo(t+dt)+dma(aw-u)-Jot)=[J m + Da (aw - u) ]dt

D’ou E:Jd—OO+Da(au)—u)
Dt dt

Or, ce systeme n’est soumis a aucune force extérieure qui ait un moment non nul par rapport a I’axe de
. .. . Do .. . .
rotation (en excluant tout frottement), ce qui implique Dt = (. L’équation de mouvement du tourniquet
t
est donc :
dw

J — + Da’w = Dau
dt

Il apparait alors que le « débit de moment cinétique» associ€ a 1’éjection de 1’eau agit comme un couple
sur le tourniquet...

Compte tenu des conditions initiales, la vitesse du tourniquet évolue suivant la loi :

m(t):E(l—e"/’) avec T= ——
a

Da

4. TUYERE

Nous considérons a présent la détente d’un gaz dans une tuyere modélisée par une conduite de
révolution autour d’un axe x.

Les hypotheses d’étude sont les suivantes :
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- Le régime est stationnaire.
- Le probléme est supposé unidimensionnel, toutes les grandeurs attachées au fluide ne dépendent que

de la variable x.
- Les forces de pesanteur sont négligées.
- On note respectivement u,, P, Vo, Py, T, , I’énergie interne massique, la masse volumique, la vitesse,

la pression et la température a I’entrée x = 0 de la tuyere.

- On note u(x), p (x), v(x), P(x), T(x) les mémes grandeurs a I’abscisse x.

- On suppose enfin que 1'unité de masse de fluide a recu une chaleur q(x) entre son entrée dans la
tuyere et son passage a 1’abscisse X.

Il s’agit d’établir une relation de conservation entre ces différentes grandeurs. Nous raisonnerons ici
sur un bilan d’énergie.

Nous considérons le systeme fermé formé a ’instant t par le gaz présent dans la tuyere entre O et x et
la masse Om de gaz qui va pénétrer dans la tuyere pendant le temps dt :

vo dt v(x) dt
- —>
I“l\ |
[ '
I _ ! |
_I_I___________I__I___>

[ ! |
|/./ I

0 X

A Dinstant t + dt le systeme s’est déplacé : la masse dm a pénétré a gauche dans la tuyere et la méme
masse ( régime stationnaire ) a franchi I’abscisse x, déplagant la paroi (fictive) du systeme de v(x) dt.

Le régime étant stationnaire, le gaz contenu entre les abscisses 0 et x a méme énergie aux instants t et
t + dt. En revanche, le systtme fermé considéré a « perdu » I’énergie associée a la tranche de gaz de
masse dm qui a pénétré a ’abscisse 0, et « gagné » I’énergie associée a une masse identique a 1’abscisse

X.

Cette énergie comprend :
- ’énergie interne udm

- I’énergie cinétique %Vzém
D’ol une variation totale d’énergie DE = [u(x) - u,] dm +[ %V(x)2 - %VOZ] dm
Appliquons alors le premier principe de la thermodynamique au systeme considéré de gaz :

DE = dW + 0Q

ou 0Q = dm q(x) et OW représente le travail des forces de pression associé a I’évolution de gaz dans la
tuyere.
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Ce travail peut lui-méme étre décomposé en OW, = - P,( O - —m) et OW, =- P(x) (6_rn -0)
X

Po p(x)

Nous obtenons finalement :

[U(X) - 1] Om +[ v - Lv,2] om = om q(x) + P, O - p(x) O
2 2 Po p(x)

NPT p . , . .
Apres simplification par dm et en remarquant que u + — = h représente 1’enthalpie massique du gaz :

1 1
[h(x) +2v(x)*]-[hy+ 72V, 1=q(x)

Nous retrouvons en fait une forme particuliere a la tuyere du premier principe des systeémes en
écoulement vu en thermodynamique et d’ailleurs abord€ de facon identique.

Notons enfin qu’on suppose souvent 1’évolution du gaz dans la tuyere adiabatique de sorte qu’'on y a

. o1, P c c DS
conservation de la quantité u+5V2+—: la encore nous retrouvons un résultat donné par I’équation de
p

Bernoulli associée aux fluides compressibles.

S. CONDUITE COUDEE

Nous considérons ici l'écoulement d'un fluide dans une conduite présentant un coude. Nous
pressentons intuitivement 1’existence d’une force exercée par le fluide en écoulement sur la conduite au
niveau du coude.

Nous nous proposons de calculer cette force par un bilan de quantité de mouvement.

Vi

S 7 HU _

N

Les hypotheses d’étude seront les suivantes :
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- I’écoulement est supposé incompressible stationnaire unidimensionnel

- les forces de pesanteur sont négligées

- le coude est caractérisé par I’angle o

- en amont du coude, on note respectivement S,, V,, P, les valeurs de la section de la conduite,
de la vitesse du fluide, de la pression.

- les mé€mes grandeurs ont les valeurs S,, V,, P, en aval du coude.

Nous pouvons, sans faire appel a une masse donnée de fluide établir des relations permettant de
connaitre les grandeurs « aval » en fonction des grandeurs « amont » :

- I’incompressibilité de 1’écoulement entraine la conservation du débit volumique : S,V, =S,V,

2

. . . P
- Les hypothéses permettent d’utiliser la relation de Bernoulli sous la forme : V71 + -
p

Considérons alors la masse m de fluide présente a ’instant t entre des sections S, et Sy de fluide
suffisamment éloignées du coude ou la section varie. A I'instant t + dt, la méme masse s’est déplacée :

- la paroi ( fictive ) amont a avancé de V, dt, en S,.
- la paroti ( fictive ) aval a avancé de V, dt, en S;.

Quelle est la variation de quantité de mouvement correspondante ? Le fluide compris entre les
sections S,.et S garde la méme quantité de mouvement ( régime stationnaire ).

La masse m de fluide a donc « perdu » en amont la quantité de mouvement dm \71 =pS,V dt \71 et
« gagné » en aval la quantité de mouvement Om \72 =pS,V, dt \72 ( rappelons que S,V, =S,V,).

La variation de quantité de mouvement de la masse m de fluide suivie dans son déplacement est :
- = 5 Dp - = - o
Dp =pS,V, (V,-V) dt => Df - pS,\V, (V,-V)=D_ (V,-V)

Nous pouvons alors écrire la relation fondamentale de la dynamique a la masse m de fluide sous la
forme :

Dp = = = =
L =SF=F, +F,-F_
Dt P1 P2 f—c

* F,, représente la force de pression exercée par le fluide en amont de la section S, : F,, =+P,S, €,

* F . représente la force de pression exercée par le fluide en aval de la section S, = F,, =-P,S, €
P2 B P2 2M2

X

* F

f—c

représente la force exercée par le fluide sur le coude (selon le théoreme des actions

réciproques la force exercée par le coude sur le fluide est — F,_ ).

La force F

f—c

recherchée est donc donnée par :

F_ =PS, & -PS, & -D,(V,-V,)

f—c X

Remarquons enfin que la force effective subie par le coude doit ajouter (algébriquement, donc en
fait retrancher) la force de pression exercée par I’extérieur (pression uniforme P, ), sur la surface
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latérale Z . Cette force extérieure peut elle-méme éEtre calculée en utilisant la surface fermée £ + S, +
Sg. En effet, nous savons que la résultante de forces de pression uniforme sur une surface fermée est
nulle , d’ou :

F + Posl _é _Posz _éx: 6

Pext X

=F

f—c

effective + 1_::‘Pexl = (Pl - PO )Sl _éx - (P2 - PO) SZ _éx - Dm ({]2 - _’1)

6. PLAQUE MOBILE

Une plaque circulaire plane, de surface X, est en translation de vitesse uniforme ue_. Elle est frappée
par un jet d’eau homocinétique d’axe x, de section S,, de vitesse v, €_ (v, >u). Les forces de pesanteur
sont encore négligées.

Nous proposons de déterminer la force effective subie par la plaque et la puissance qu’elle regoit.
La difficulté¢ de cet exemple, par rapport au précédent, est que le régime ne peut €tre considéré
comme stationnaire dans le référentiel du jet. Il le devient en revanche dans le référentiel R lié a la

plaque. Nous raisonnerons donc dans ce référentiel, ou la vitesse du jetest v’; =v, - u.

Dans ce référentiel nous pouvons calculer la vitesse v, = v’, &, radiale d’éjection de 1’eau par la
plaque (elle est bien uniforme si les forces de pesanteur sont négligeables).

Dans R’ :

Ve ¢

Il suffit d’appliquer la relation de Bernoulli (I’écoulement est incompressible et stationnaire dans
R’) sur la ligne de courant en surface du jet , entre les points A et B . La pression y a la méme valeur
P,, la vitesse est donc aussi la méme :

b

—_ —_ b
VvV, =v,-u=Vv,

La conservation du débit volumique entraine alors celle de la surface du jet défléchi par la plaque.



PSI Brizeux Ch. DF5 : Exemples de bilans en dynamique des fluides 62

La détermination de la force subie découle d’un raisonnement analogue a celui de 1’exemple
précédent : nous considérons la masse m d’eau située a I’instant t entre les sections associées aux points
A et B. Elle s’est déplacée, at +dt,en A’ et B’.

La quantité de mouvement « perdue » entre A et A’ est pS,(v, - u) dt (v, - u) €,. La symétrie de
révolution autour de I’axe x montre que les quantités de mouvement « gagnées » de B a B’ s’annulent.
Il reste donc :

Dp =-pS,(v;-w)dt (v, -u) €,

En remarquant enfin que les forces de pression ( correspondant a une pression uniforme P, ) sur les
sections S,, Sy et la surface latérale sont exactement compensées par la force de pression ( de pression

uniforme P, ) sur I’autre c6té de la plaque, il reste : - pS,(v, - u)” €, =- F i
- -
Feffective = pSI(VI - l.l) ex

La puissance demandée ( évidemment calculée dans R, ou la plaque se déplace ) s’interprete
immédiatement comme étant :

P=F

effective *

ué, = pS,u(v, - uy

Comment trouver directement cette puissance par un bilan énergétique, sans passer par la force
subie ? Il nous faut alors raisonner dans le référentiel R, du jet ou la plaque est mobile.

Considérons a nouveau la masse de fluide contenue a t entre A et B. A t + dt, I’ensemble du systeme

1
s’est déplacé : A de V, dt et en B de udt . L’énergie cinétique « perdue » dans Ry. est 5 pS,(v, - u) dt

v,”. En effet si la paroi gauche de la masse de fluide considérée s’est déplacée de V, dt, la paroi droite
s’est aussi déplacée de udt, d’ou une perte de masse de dm = pS,(v, - u) dt seulement.

C’est d’ailleurs aussi la masse éjectée par la plaque puisque nous raisonnons en systeme fermé.

Dans R, :

Vldt

H
udt

L’énergie cinétique « gagnée » dans R, est elle égale a : %pSl(V1 -u) dt [(v; -u )+ ]

N’oublions pas en effet que dans R, v+, = (v, -u) € +ue, .
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D’ol DE. = %pSl(V1 —u)dt [(v, -u)* +u?] —%pSl(V1 -u)dtv,’= %pSl(V1 -u) dt 2u(u - v,)

DE
Soit P= ¢ =_pS,u(v, - u)?
Dt pS,u(v, - u)

Cette perte de puissance de 1’eau correspond bien a la puissance recue par la plaque...

7. HELICE

Dans un fluide parfait incompressible est immergée une hélice qui par sa rotation met le fluide en
mouvement. Nous supposerons le probleme de révolution autour d’un axe noté x, le probleme devenant
ainsi unidimensionnel; Le régime est enfin supposé stationnaire.

- en amont de 1’hélice, I’écoulement est uniforme de vitesse 'Vl, et la section de 1’écoulement S,.
- en aval de I’hélice, I’écoulement est uniforme de vitesse Vv,, et la section de I’écoulement S,

- la pression loin de I’hélice est uniforme et égale a P,

- les forces de pesanteur sont négligées

Les lignes de courant du fluide qui « s’appuient » sur I’hélice ont 1’allure suivante :

Sy
| |
| vyl Py
= | |
A1| | AYy Bll V2 > IB'IPO
[
| Po

Il s’agit de déterminer les caractéristiques de I’écoulement au voisinage de ’hélice, la force qu’elle
exerce sur le fluide et la puissance recue par ce dernier.

Le probléme vient ici du fait que la zone de fluide au voisinage proche de 1’hélice est en écoulement
perturbé, le fluide ne pouvant plus en particulier étre considéré comme parfait : il y a notamment
discontinuité de la pression de part et d’autre de I’hélice. Il est impossible par exemple d’appliquer la
relation de Bernoulli sur une ligne de courant qui traverserait I’hélice.

En revanche, il est tout a fait possible d’appliquer cette relation :
- entre un point A; « loin » en amont de I’hélice et un point A en amont « proche » de I’hélice :

2
Vi

2
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- entre un point B, «loin » en aval de I’hélice et un point B en aval « proche » de I’hélice :
vy
2
Le fluide étant incompressible, la conservation du débit exige :
S,v;=S,v,=Spvg =S,v,
Les points A et B étant proches de 1’hélice, et la section du tube de courant continue, S, =S;=S,d’ou :
VA= Vg =V
La comparaison des expressions écrites plus haut implique alors :

2 2
V.=V

Py-P,=p

Pour déterminer la force subie par le fluide de la part de I’hélice, il suffit d’établir un bilan de quantité
de mouvement sur une masse m proche de I’hélice et la traversant :

Puisqu’il y continuité de la vitesse en A et B, la variation de quantit¢ de mouvement est nulle et on

peut écrire :
0=P,Se, -P;Se, + F

X

La force exercée par I’hélice sur le fluide est donc :

2 2
V2—Vl -
c

F =pS
S =&

Cette force est positive, ce qui implique que v, > v, et donc S, > S, , ce qui justifie I’allure des lignes
de courant tracées ...

Il est possible d’établir une autre expression de F en utilisant un bilan de quantité de mouvement sur
une masse m de fluide traversant I’hélice et située entre des « parois » éloignées :

- a tle systeme est délimité par les « parois » A, et B,
-at+dt parles « parois » A,” et B,

la variation de quantité de mouvement associée est : Dp = pSvdt (v, - v,) €,

La pression restant uniforme sur les parois latérales de cette masse de fluide, leur résultante est nulle.
Il ne reste que la force exercée de la part de I’hélice elle-méme :

D’ou F=pSv(v,-v)e =D, (v,-v) e,
La comparaison des deux expressions conduita : v, + v, =2v

Nous pouvons enfin directement exprimer la puissance P recue par le fluide selon :
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2 2

2 2
P=py=psy i Viop, YoV

"2
Ici encore un bilan direct d’énergie aurait pu nous donner cette puissance : remarquons en effet que

I’expression de la puissance apparait comme étant €gale a la variation d’énergie cinétique ( par unité de
temps ) de la masse m de fluide considérée...

Dans le cas d’une hélice associée a un navire en translation de vitesse -u€_, la force -F subie par
X

I’hélice de la part du fluide fait avancer le navire. La puissance utile correspondante est Fu.
En outre, dans un référentiel « terrestre », le fluide est au repos en avant du bateau, et a la vitesse w e,

assez loin en arriére du navire.

Dans le référentiel 1ié au navire, les vitesses v, et v, sont alors respectivement égales a ue, et
(w+u) éx_. D’ou F=D,(w+u-u)e =D,we,.La puissance utile, dans le référentiel terrestre, est :

P,=D,wu

La puissance motrice nécessaire au fonctionnement de I’hélice, transmise par le moteur embarqué, et
donc déterminée dans le référentiel du navire, représente aussi la puissance communiquée au fluide, soit :

2

2
p —p, W oW _p, | Wt
2 2
D’ou un rendement de propulsion n= P, = _2u
P W+ 2u

m

Notons enfin que le méme systeme peut décrire une éolienne, 1’hélice recueillant alors de la puissance
de la part d’un fluide en mouvement...



