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El'ments math!matiques " |#usag
du physicien.

1. LES GRANDEURS DE LA PHYSIQUE

1.1. Grandeurs, variables et dimensions

La physique manipule des grandeurs a priori expZrimentales mais modZlisZes par
mathZmatiques la tempZrature dOune pisce, I0in@rdii courant dans une ligne Zlectrique, le
champ magnZtique terrestre etcE

Cesgrandeurs peuvent dZpendre ell@s*mes devariables: la tempZrature peut otre fonction de
la pression, |OintensitZ dOun courant de la frZquence du gZnZrateur etcE

1.1.1. LOespacet le temps

Parmi toutes ces variables, on distingue en particulier le temps et IOespace.

LorsquOune grandeur g(t) dZpend du temps, on dit quOon est en rZgime variable. A contraric
grandeur indZpendante du temps estdtitestanteet le rZgime assatpermanentou stationnaire.

De meme une grandeur peut dZpendre de la position, cOest " dire du point de IOespace oe
considere. On peut alors la noter g(M). Une grandeur indZpendante de la position @sifatitee
et le milieu associdomogenepourcette grandeur.

Nous vivons dans un espace ~ 3 dimensions mais une grandeur peut ne dZpendre que d
coordonnZe dOespade probleme est alorsinidimensionnel On dira par exemple que, dans
certaines conditions, la pression dans |Oeau ne dZpend lquerafendeur. Plus gZnZralement, la
position dOun point de IOespace requienneifee la donnZe de 3 variables. Les plus connues sont
les coordonnZes cartZsiennes (X, y, z ). On reviendra plus longuement sur la description dOun
de I0espace dan§dients types de coordonnZes

Les deux types de variables peuvent enfin intervdaitempZrature dans une pisce munie dOun
radiateur quOon vient dOallumer sera "~ la fois dZpendante de IOespace et du temps. On pourra
T(M,t) si on ne veut pasrpilZgier un type de coordonnZes ou T(X, Y, z, t) Si on veut faire remarque
que T dZpend bien de 4 variables ..

1.1.2. Le zZro et IQinfini

Pour le physicien ce sont des abstractions. DQailleurs toute grandeur a priori expZrimental
peut avoir une valeuCexacteE. La pression atmosphZrique est de IQordre de 1bar. On pe
augmenter la prZcision de sa mesure mais on nOatteindra jamais uneexalete=C

De meme rien en physique nOest jamais parfaitement nul ou infini : une tempZrature nulle,
volumenul nOexistent pas. Un tempsuCE nOest pas mesurdble

Pour autant, le physicien ne se prive pas de manipuler le zZro. En particulier, les problen
dZpendant du tempsdZbutent " partir dOune date t = 0, prise comnresi@nt initalE. On parle
dOailleurs deonditions initiales pour la valeur des grandeurs considZrZes " la date t = 0.
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De meme un milieu est gZnZralement limitZ spatialement (et en tout cas dans |4) ©tatity
utilisera couramment la limite x = 0. On parle alorsdeditions aux limitespour les valeurs des
grandeurs ~ ces limites.

QuQest ce quenifihi pour le physicier? Il est ~ la fois identique ~ celui du mathZmaticien Eet
diffZrent! Quand un probleme physique est modZlisZ par une fonction mathZmatique, Iéephysic
obZit aux memes regles que le mathZmaticiédnpeut calculer par exemple la limite quand t tend
vers 10infini dOune grandeur. Ainsi, lors de la charge dOun condensateur, il pourra aboutir ~ la loi
connue

Vo(t) =E@" & %

et dira: V(t) tend vers E quand t tend vers 10infiniE

En pratique cependant, nOoubliant pas quOune tension est avant tout une grandeur expZrim
le physicien dira quOaucun instrument ne sait mesurer exactement cette tension et qu
condensateur sera dit chardorsque la tension ~ ses bornes nOZvoluera plus au niveau de «
instrument. Bien Zvidemment , il conviendrait de quantifier cette prZcision pour dire, par exemp
que le condensateur est chargZ, et a donc atteint sa valeur limit"pQur cent ps E. On se
contente souvent de dire que si t >alors . est QquasimenE Zgal ~ E.. Au risque de para’tre
provocateur, le physicien dira donc quOun temps infini est Zgai€ldlied E E

Cette remarque utE dans IQautre sergans |OZtude tehoule par exemple, [OocZan pourra
«tre modZlisZ comme de profondeur infinie si cell@st grande devant la hauteur caractZristique
des vagues. Si celld est de IQordre de quelques metres, un ocZan de profondeur mille metres si
reprZsentZ par unpege dont la profondeur varie entre 0 et IQinfiniE

De meme enfin, une grandeur de valeur tres ZlevZe (ou tres faible ), jamais dans IQabsolu mais
comparaison avec la valeur dOune autre de meme dimension, pourra stre rendue infinie (ou nt
dans la mdZlisation mathZmatique du probleme. COest typiquement le cas de la conductiy
Zlectrique, toujours de valeur finie, mais quOon QalialiserE comme nulle pour des isolants
parfaits, ou infinie pour des conducteupsirfaits. Nous reviendrons sur l&&/entuels problemes
posZs par ce passage " la limite.

1.1.3. Les discontinuitZs

Disons le tout netla physique a horreur des discontinuitZs. On rZtorquera que fermer un circt
avec un interrupteur provoque bien une discontinuitZ de certaines grandeurguggeatans le
circuit. Pas vraiment pendant la fermeture de IQinterrupteur aglie comporte comme un
condensateur de capacitZ variable. La discontinuitZ entre deux milieux comme |Oair et le verre
exemple nOest en fait que macroscopique. Unl sigfreeau discontinu nOexiste pas en rZatit#
gZnZrateur aura un temps de montZe fini et dZlivrera en fait un sigEl£p-daEE

Pour autant, sur ce dernier exemple, on voit bien que considZrer le signal rZel au lieu du si
CidZalE rendraZvidemment les calculs plus compliquZs. Le physicien, qui nOaime pas non plus
calculs compliquZs, ne se privera donc pas dOutiliser parfois des modsles mathZmatiques discon
Ce qui ne doit pas IOempecher de rester vigilane discontinuitZ pe@n cacher une autréinsi
admettre quOil y a un instanedun instant Olors de la fermeture dOun circuit, cOest aussi accepte
la modZlisation mathZmatique dOune discontinuitZ dOune grandeur physique associZe. Pour un
E, R,C par exemple,itensitZ du courant passerm§tantanZmeri de la valeur 0 ~ la valeur finie
E/R. Plus subtilement, dans le circuit E, R, L cOest la dZrivZe di/dt qui sera discontinue.

Revenons sur le cas du conducteur parfait ZvoquZ plus teeatre sa conductivitififinie aura
pour effet dOy rendre le champ Zlectrique identiquement nul et pourra entra’ner une discontinuit
ce dernier " IQinterface du conducteur et du vide par exemple.

Insistons bien sur le fait que cOest IQintroduction, artificielle, dOumetirdigZ dans la
modZlisation mathZmatique, qui en entra’ne dOautres.
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Le physicien doit sans cessgofiglerE entre IOabstrait et le concret , le modele et IOexpZrienc
autant pour des raisons chorlques voire philosophiques (apres tout quellleZahtZantrlns-que de
la modZlisation mathZmatique dOune temerature dOune frapué& pratiques (S|mpI|C|tZ des
calculs, adZquation du modsle et de IOexpZrience). Il ne sOagit en aucun chslo@ilagEE au
sens ijoratif du terme, mais bien aantraire dOun exercice dZlicat os IOon doit sans cesse ot
conscient de IOimperfection des choses et surtout capable dOZvaluer et de quantifier
imperfectionE

1.1.4. Dimensions et unitZs

Contrairement ~ leurs homologues machmatiques les grandeurta dehysique sont
essentiellemendimensionnZes elles ont desinitZs Une tempZrature sOexprimera en kelvins, une
pression en pascals etcE Il est impZratif de comparer des grandeurs de meme dirhdrsion
particulier on ne peut Zgaler que des grandeunsi«tige dimension (et exprimZes dans la meme
unitZ!). Il est de meme inadmissible dOZcrire une expression du style U = (R + L) i par exemple.
vZrification de IOhomogZnZitZ dOune formule est impZrative et constitue dOailleurs un puissar
de validaton de la formule.

1.2. Le signe Zgal en physique

Pour les mathZmaticiens les choses sont Zgales (=)Eou diffZrentes (!). Le physicien utilise -
plus leCpeu diffZrent deE ().

Dans un calcul formel utilisant les machmatiques le physicien pourra garder le signe Zgal e
rigueur associZe. Mais il @muaussi la possibilitZ de simplifier le calcul par des approximations
Pourqu0| garder dans une Zquation un terme certes nZcessaire pour assurer 10ZgalitZ at
mathZmatique, mais en pratique inaccessible ~ la mesure par exeEpEmment cela ne idpas
«tre fait nOimporte commentin terme nOest jamais nZgligeable en soi mais devant un autre. On
peut faire des approximations que dans des sommes algZbriques de termes. Il convient enfil
prZciser ~ quel ordre on fait les approximations et @t tas de respecter cet ordre dans les
diffZrentes approximations.

En clair , un modsle mathZmatique peut conduire " une tension de la forme

V=V, +2V,bV,
Dans I0application numZrique, $i2V10V, V, = 0,2V et \4 = 30mV (valeurs supposZes ebesc
indZpendamment des chiffres significatifs ), on pourra tout aussi biev dif0,37 V , V " 10,4V

ou meme V" 10V suivant la prZcision choisie

A 10inverse, avec la meme expression formelle, on pourra Zcrire, 84 V " V, + 2V, si on sait
par avance (ou par hypothese ~ valider par la suite) queW, << V,

1.3. Approximations PLinZarisation

Le paragraphe pchZderlt nous conduit ~ approfondir le processus dOapproximation en phys
part du constat suivanties Zquations font souvent intervenir des termes f(a + b) o+ on sait (ou
suppose) que b est tres infZrieur = an @eut alors, suivant les besoins, soit brutalement supprimer

soit proposer une formule approchZe plus simple de f(a+b) en faisant appara”tregb z}((io+g<<1.
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Ce qui Zvidemment ramene " la notion dévéloppement limitZ en mathZmatiques. Comme on le
G . - b - . N
voit, il sOagira le plus souvent, la variable Ztantx de dZveloppementaR voisinagd: de 0. Sans
a

vouloir donner une liste exhaustive des DL, rappelons ceux quOon rencopliessdeivent dans les
problemes de physique

(L+x)"" 1+nx+n(n—#1)x2

2

X
€ =1+X+—
2

XZ

Ln(@+x)" x #E
2

cosx" 1#

2

3
. X

SinX" X#—
6

n X3

tanx" x+—
3

Que le machmaticien’ne sOoffusque pas de IOabsence dunehdifidn: le physicien est couvert
par I0emploi du signe " E o N y
Ces DL ont ZtZ Zcrits " 10ordre 2 (o 3 sOil nOy a pas de termes pairs ) sans quOil soit forcZm

de le faire " chaque foislOidZe est simplement dOutiliser un DL ~ IQordre le llescfai laisse
subsister la variable dans I0Oexpression finale. Ainsi par exemple, on Zcrira

(1+x)*" Ln(1+x)+3x*" 1+ 3xEx =1+ 2x (DL " IOordre 1)
2
(1+X)*! Ln(1+2x)! 2e* " 1 + 4x +6X D(2xD2x%) B2(1 + X + X?) =-1+7x
(nZcessitZ dODL " IQordre 2)

Un probleme voisin est celui dit de lmZarisation dOune Zquation en vue la simplification de sa
rZsolution. Pour faire simple nous raisonnerons sur deux exemples

- oscillations autour dOune position dOZquilibre en mZcanique ( Sup) 5
- linZarisation de I0Zquation dOEuler dans |IOapproximation acoustique (SpZ)

Dans le premier cas, un systeme mZcanique, rZgi par la varjai&it ~ 10Zquatian
mglsin" #C" =m/?d

Si la condition C < mgl est remplie, ce systeme admet la posititodilibre' . dZfinie par
mglsin”" ,#C", =0.

On cherche alors une Zquation des petits mouvement autoty. @®ur ce faire on pose
="_+#0e #est, par hypothese, petit devdnt. Avec cette hypothese

sin" =sin(", +#) =sin" cos#+cos" sin#$sin"  +#cos", et W=

LOZquation de mouvement prend donc la forme simplifiZe : (mt/B&) #= mP
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Dans le second cas, on sQintZresse au mouvement dOun fluide oe les inconnues sont V
vitesse, P(x, t) pression et p(x, t) masolumique.

Ces trois variables sont liZes notamment par I0Zquation dite dOEuler

$nv #. #P

R 7™

Mais on fait IOhypothese (dite acoustique) de petits mouvements autour dOun Ztat de repo
sorte que

P(x, ) =R+ p(x,t) $(x,t)=%,+ p(x, t) et V(x,t) =0 + V(x, t)

O« p, 1 et V sont des termes petits et du meme ordre. LOZquation prZcZdente, qui sO
rigoureusement

#V' #(P +p)

Corign +v )

prend, en ne gardant que des termd®@rdre E, la forme simple linZarisZe

# _#p
O T #x

1.4. Grandeurs scalaires et vectorielles

Les grandeurs de la physique peuvent stre scalaires ( tempZrature, tension, masse etcE)
vectorielles ( vitesse, force, champs Zlectrique et magnZtique..).

_ Une grandeur scalaire aontientE une information, sa valeur (au point M et ~ IQinstant t),
Zventuellement algZbrique, a priori mesurable. On peut ajouter ou retrancher des grandeurs scal
de meme dimension, multiplier ou diviser entre elles des grandeurs de dimensions diffZnentes
non.

Rg. On parlera dequotient pour la division de grandeurs de dimensions diffZrentes et de
rapport pour la division de grandeurs de meme dimension, rapport donc sans dimension.

Dans notre espace tridimensionnel, et dOun point de vue gZomZtéogisnaeur vectorielle est

avant tout une @sche E: 7
e

Cette fleche contient trois informationsa longueur ( la norme du vecteur) , sa dinacet son
sens. En particulier rZduire un vecteur ~ sa norme (rﬂﬁﬁmais aussi souvent en physiqgue comme

le vecteur mais sans sa fleche) est une faute classique et conduit ©~ de graves erreurs dans
problemes: 7
FIF
LOZcriture Ztant dOailleurs-gitene incorrecte un vecteur ne peut stre Zgal ~ un scalaire



LycZe Brizeux 2012011 _ i} Elements mathZmatiques.
Quand on parle du poids dOun corps, on a tendance ~ le rZduire ~ sa norme en N, en oub
IOinformation tout aussi essentielle poids est vertical elirigZ vers le bak

Les vecteurs, comme les scalaires, peuvent sOajouter ou se retrancher mais en aucun ¢

. - V F
multiplier ou se diviser ( au sens commun du termle)a un sens, pas !
v

Attention cependat, IOaddition vectorielle se lit gZomZtriquement comme

Il peut vous sembler alors Zvident cﬂ@e+ BH ! HAH + HBH

_ Alors trouvez tout aussi Zvident que deux champs Zlectriques non colinZaires donnent un ch
rZsultant dont la norme nOest pa®fame des normes de chaque champ

1.4.1. Projection dOun vecteur

_La projection (sous entendu orthogonale) dOun vecteur sur ufo peet encore se lire
gZomZtriqguement

La composante projetZe du vecteur, notZesE un scalaire (a priori algZbrisZ par le sens de¥ax
et la valeur d&). N N
Elle peut notamment s@exner en fonction de la norme du vecteur et de IOangle par la relation

F. = Fco&

1.4.2. Composantes dOun vecteur

Si on munit notre espace dOune base de projection orthonormZe, le vecteur possede trois proj
sur les trois axesses composantegli dZfinissent alors ~ elles trois tout aussi parfaitement le vecteu

Chaque axe est muni dOun vecteur unitaire (de norme 1 donc) et, en coordonnZes cartZsienne
exemple, on Zcrira

F=Fe +Fe +Fe, (noter IOZgalitZ entre vecteurs)
encore une fois " ne pas confondre avec la norme,[F=+F; +F;

Revenons sur la notation :Ha notation de la lettre x éndice signifie ici quOon considere (et

dZfinit par I" meme) la compasite (cOest " dire la projection) du vectéwur I0axe x. Cela nOa rien
voir avec la dZpendance Zventuelle du vecteur, et donc de cette composante vis "Wasatsda !

Si F est uniforme par exemple, fie dZpendra dOaucune coordonnZe dOespace.
-6-
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Prenons " prZsent le cas plus compliguZ dOune force de pression horizontale sur la paroi verti
dOun barrageette force dirigZe, par exemple selon IOaxe x , ne possede quOune composante et
F =E¢,_ (on omet dDailleurs souvent le x en indice puisquOil nOy a quOune composante). Cepen
cette force dZpend de la pression quieitene dZpendra de la profondeur z. On doit donc Zcrire

F=F (2),

_On voit bien la difZrence la lettre mise entre parentheses indique Fx comme une fonction
dZpendant de la variable z.
Il faut donc stre tres vigilant et bien comprendre ce que signifie la notation

I;: = I:x (X’ y! Z)Iex + Fy (X’ y’z)ley + FZ(X’ y,Z)IeZ

Le vecteurF possede tra composantes scalaires notEgsFy, F, (indices) qui, chacune, dZpend
des variables x, y, z (parentheses).

2.  LES PRODUITS SCALAIRE ET VECTORIEL

Ona vuvunN)on ne peut multiplier les vectente eux comme de simples scalaires. On peut
toutefois dZfinir deux @roduitsk entre vecteurde produit scalaire et le produit vectoriel.

2.1. Le produit scalaire

2.1.1. Aspect gZomZtrique

Comme son nom IC)irldique, il fabriquesaalaire” partir de deuwedeurs.
En privilZgiant tout dOabord IOaspect gZomZtrique, on peut Zcrire

A (%) |
(1) ‘iigz_—__~+ 2) B
& /‘

B (%)

-
A

AB =] cos

LOangl& est ici compris entre 0 €t : le produit scalaire sera positif dans le cas (1) et nZgatif da
le cas (2). Notons quOil est commutatif

AB=BA
Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est nul. La norme du produit scalaire de
deux vecteurs colinZaires est Zgale aux produits des normes des vecteurs E

On peut aussi [OinterprZter comme le produit de la norme dOun des vecteurs par la compos
|Oautre sur IOaxe associZ au premier

AB= A B, = [B].A.
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En physique on rencontre tres souvent le produit scalaire. Pour calculer le travail dOune force
chemin parcouru par exemple on est amenZ ™ b%otir

E

—_—

di

w = "Fdi
C - —_—
Concretement on voit par le produit scalaire que seule la composante dsinZaire " dl
travaille:cOest la composantete E de la force. Ce type dOintZgrale est plus gZnZralement apy
circulation du vecteur le long de C.
On peut aussi fabriquer des intZgrales du type

DV — lul\‘/.d—s’
S

Pour calculer ldlux de la vitesse dOun fluide ~ travers une surf
donnZe. Ce flux, comme le montre une analyse dimensionnelle si
sOexprime en’m* et nOest autre que le dZbit volumique du fluide
travers S. L~ encore seule compte la comptesde vitesse colinZaire

~ dS et qui reprZsente bien le fluide traversant effectivement SE

Rg. Le produit scalaire permet de redZfinir la projection dOun vecteur sur #gagrin a muni
dOun vecteur unitaife =F.e. . Il appara’t en effet tres simplement que
F =Fe

2.1.2. Expression analytique

On peut Zgalement exprimer le produit scalaire de deux vecteurs " partir de leurs composante
une meme base orthonormZe. Ainsi, en coordonnZes cartZsienfesra

AB=AB +AB +AB,

Rg . On adonc ausshA = A? = AT+AT+A] :HAH2

2.2. Le produit vectoriel

Comme son nom |Qindique, il fabrique wetteur ~ partir de deuxvecteurs Il est donc plus
complexe que le produit scalaire

2.2.1. Aspect gZomZtrique

- sadirection est la direction orthogonale au plan formZ par les deux vecteurs
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Rg. Si C= A" B alors nZcessairemefitest orthogonal A et BE

- son sen®bZit " une regle de correspondance tres importante " respecter en physique

+

Autrement dit le sens de rotation devers B guand on fait le produit vectoriel" B dZtermine le
sens du vecteuA" B. Evidlemment le sens de rotation ~ considZrer correspond " |Caiglplus

faible entre les deux vecteursdi 0 <& < ().

Il est tres important de pouvoir retrouver tres rapidemén direction et le sens dOun produil
vectoriel. Entra’nexous ~ le faire par exemple sur les exemples suivants o on cherche le proi
vectoriel @ras™ fin E:

e
|

o— ~—X

Rg. Contrairement au produit scalaire, le privakectoriel nOest pas commutatif. La regkelessus
montre clairement que 7 7
A"B=-B" A

- sa normeest donnZe paﬂ‘&)” = HAHHBHsm

Le produit vectoriel de deux vecteurs colinZaires est nul. La norme doroduit vectoriel de
deux vecteurs orthogonaux est Zgale aux produits des normes des vecteurs E

Rqg. La norme donnvZemlessus, positive, suppose I(:Da&gllﬂ'-vm-me positif (le sens, donc le signe
suivant un axe donnZ, du produit vectoriel Ztant dZterpanZa regle prZcZdente). On peut auss

parler de mesure algZbrique du produit vectoriel si IO&nigleient luimeme algZbrique.
-9-
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Ainsi :

- pour IOexemple ci dessous, si on choisit un axe z vertical ascendant et desesngleduleE,
on Zcrira

7

& <—Q/V

A C

A" B=+ABsin& &, et C"D=-CDsin &,

- pour IOexemple suivant en revanémaginons que& et B sont deux vecteurs qui tournent ~

des vitesses diffZrentes autour dd@angl& variable et algZbrique peut «tre positif ou nZgatil

. On Zcrira alors ‘
A

z

A" B = ABsin& &,

avec si& positif ou nZgatif suivant la valeur &eE

Remarquez que sur cet exemple on a quand meme respectZ, pour dZterminer le sens po
dZfinition de 10ang® la regle prZcZdente vis " vis du sens gbdi |0axe zE

2.2.2. Aspect analytique

A partir des composantes, A, A, et B, B, B, des vecteursh et B dans une base orthonormZe

(O, i, j, k), on peut obtenir les composantes du produit vectdieB dans la meme base par
dZveloppement suivant la derniere colonne du dZterminant

Loy

o

— =

A
Aj
A

0o
=

()
=~

k
Soit, dans la base (O, X, y, z) par exemple
A"B=(AB,#AB e +(AB #AB)e, +(AB #AB e,

-10-
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Tres souvent, on rencontre en siyue des produits vectoriels de vecteurs unitaires dbaxes. On
pouvoir exprimer directement rapidement le rZsultat de produits vectoriels du type

€ €., 6 €,

e,"e,6"8&, 6" ¢, etcE.
2.2.3. Produit mixte

A partir des dZfinitions prZcZdentes on peut fabrigit B).C appelZ produit mixte.
- Un produit mixte change de signe si IOon permute deux quelconques des vecteurs

interviennent.
- Un produit mixte est invariant par permutation circulaire des 3 vecteurs

(A" B)C = (B" C)A==(C" A)B

- Un produit mixte est nul sOil contient deux vecteurs colinZaires.

2.2.4. Double produit vectoriel

On peutZgaIement construireA"v(I;B“ C) appelZ double produit vectoriel. Il se calcule selon I
formule ( quOon doit conna’tre impZrativenent)

A" (B" C) = B(AC)" C(AB)

3. PRODUIT EN CROIX DCONVERSION DOUNITES

ElZmentaire pour nous, direz vousE Faites le test suivpatirriez vous rapidement et de tete dire

- quelle est la valeur en radians dOun angle @e 9j
- quelle est la valeur en systeme S| de la masse volumique dQile telle qué = 1260 g.f ?

Le premier probleme jadis appelz<@le de troisE et maintenant @oduit en CroiXE repose sur la
linZaritZ entre deux grandeurs x ety , et sachant geQrrespond y ~ quel x, correspond y?
Il suffit dOZcre la proportion

H_X% o X, =X, 22 Y2
Y. % Y1
Ainsi, puisquQ( radians correspondent 180j, " 9; correspondent—9 = —rd.

180 20
Dans le meme esprit, une question posZe (presque stisfarme) au probleme des Mines 2010

sachant quOun avion parcourt la distance de 11km en 2mn , quelle distance parcourt il & un jour

Le deuxisme probleme est tres proche. Dans ce cas de figure il joue uniquement sur les puiss:
de dix. DZj" il faut Zviter IO|nvra|sembIabIeNuerlquement parlant, 1(kg) cOest r@omsE que
1000(g) et @luskE que 16(t). COest dire quOune masse volumique en g/qqch sera numZriquemer
faible en kg/qqch (et plus forte en mg/qqch ). De meme, numanueme:@eEt moins que 1000°cm
mais plus que Idm®: une masse volumique en gqch/l sera numZriquement plus forte engch/m
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Donclg/l = 1000g/th= 1kg/n?. La masse volumique demandZe est donc aussi de 1260 kgm
Il suffit en fait de respecter les puissanciég = 10°kg , 1dm =10 m donc 1 dmi= 10°m?3E

Que vaudrait en systeme Sl une puissance massique de 5634k2.g

4. LA DERIVEE

_La dZrivZe est un outil essentiel au physicietie permet dOZtudier la fason dont une grandeut
dZpend de la vafée x. Bien Zvidemment sa dZfinition, son mode de calcul sont identiques
mathZmatiques et en physique. Rappelons simplement les aspects privilZgiZs par le physicien

4.1. Aspect gZomZtrique

Avant tout, la dZrivZe fO(x) de la fonction f(x) reprZsententa de la courbe f(x)

f(x) A
fO(x) = tar&(x)

COest une nouvelle fonction de la variable x. Il
est malheureusement courant de commettre la
grave erreur de confondre cette fonction et sa
valeur particuliere fOfxen x = xE

-
X

Si un mobile se dZplace par exemple sur un axe x, suivant une loi x(t), sa vitesse est V(t) =
Dire quO t =0 la vitesse es}, e signifie en awuns cas que cette vitesse va rester constante et qu
peut Zcrire x(t) = Yt . De meme ce nOest parce que la dZrivZe dOun courant dZpendant du ter
nulle ~ IOinstant O que ce courant est une condtante

4.2, La notation ﬁ
dx

Cette notation est constamment utilisZe en physique. Il est donc essentiel dOen compren
portZe. 5 5 o

Remarquons des ~ prZsent son intZret dimensionede montre que la dZrivZe dOune grandeur n
pas en gZnZral les memes dimensions que cette grandeuerijmnérature T(t) variable dans le temps

ou dans IOespace T(x), sera toujours exprimZe en kelvins. Mais les dZrivZes TO(t) ou T%;[I;), nc
ou % sOexpriment elles en Ket K.m* respectivement E

Pour le phygien % est plus quOune simple notaticwOest le quotienZel de df {ariation

ZIZmentairede la fonction associZe  une variation dx de la variable) par dx. Par ZIZmentaire
entend suffisamment petite pour quOon puisse uldisatcul diffZrentiel des mathZmatiques gros
le dx ZIZmentaire du physicien correspot@infiniment petitdu mathZmaticien. Pour ce dernier
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f(x+"x) #f(X)

IIX

fO(X) = liMyys o

qui est la dZfinition exacte et rigoureuse de la dZrivZe.

Le physicien Iui fait une approximation en Zcrivant
fO(x) =%oo df est la variation ZIZmentaire de f rZsultant dOune variation ZIZndmthire

On comprend cette approximation en faisant une loupe sur la courbe f(x)

f(x)
A A
......... ! P 4 '/_—
de ' B
------- Q,~£----+ C
En toute rigueur fO(x) ac /: :
oC : i
5 :
.. > e " BC ! i
Alors que le physicien ZtfO(x) " — ' i
OC : i
1 i >
—>
X
dx

On confond le segment ZIZmentaire OA de la tangente " la courbe en 0 avec |Qarairél ZyBent
de courbe entre x et x + dxen dOautres termes, il sOagit tout simplement dOune approxirr
linZaire, ou encore dOun dZveloppement au premier ordre de la fonction f(x) au voisinage de
mathZmaticien dirait

f(x + h) = f(x) + fO(x) h + %)
Le physicien Zcrit  f(x+dx) " f(X) % dx

Beaucoup de problsmes de physique se modZlisent justement ~ partir de bilans ZIZmentaires
intervenir des variations ZlIZmentaires quOon mettra ensuite sous forme de dZrivZe

Ainsi, quand on veut expliquer la variation de vitesse V(t) dOune fusZe en fonction du temps
If)associant " la variation de sa masse m(t), on fera un bilan ZIZmentaire reliant, pendant le temy
variation dV et la variation dm, aboutissant ~ une ZiquadiffZrentielle faisant appara’tre la dZrivZe
dv

dm’
Rq. DOapres ce qui vient dOetre %& est un vrai quotient o« les grandeurs sosirplifiableskE :

df _ df dg
dx  dg dx

ce qui revient ~ considZrer que f est en fait une fonction compodZgx)) et donc

fO(x)= fO(g).gO(x). .
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4.3. DiffZrenciation dOune Zquation

De meme le physicien assimile la variation ZIZmentaire df de la fonction f ~ sa diffZrenpiele
lui, diffZrencier |OZquation pV = nRT, expression des variables p, V, T cOest Zcrire

d(pV) = pdV + VdP = nR dT

signifie quO™ une variation ZIZmentaire dr du rayon correspond une variation ZIZmentaire du v
dV = 4"r%dr.

La surface dOun cercle de rayon r sOZcrivaff#% on a dS = d(r®) = Z(rdr ce i signifie qud”
une variation ZIZmentaire dr du rayon de la surface correspond une variation ZIZmentaire de ¢

dS=2(rdr.
r
dr

Ces deux dorpain%Zmentajres interviennent tres frZquemment dans les problemes de physiqt
doivent etre impZrativement mZmorisZs.

Rq. Il existe une espece intermZdiaire entre le physicien et le mathZmatieiphysicien rigoriste
(ou mathZmaticien refoulZ) quiivane ambiguitZ dans la notationl €. Il nOa pas totalement tort..

Reprenons en effet le calcul dV 4 r°dr qui associe dV " dr. On peut aussi calculer un volum
ZIZmentaire cubique, associZ aux trois variations ZIZmentaires dxddytrais coordonnZes x, y, z et
on Zcrirait dV = dx.dy.dz. On voit bien la diffZrence entre ces deuxli@¥remier est §Oordre E
cOest " dire en fait de meme ordre que dr, alors que le deuxisme est dOordre 3 quand dx dy et
eux dOordre 1. Etair le deuxieme @Zcoupag& est plus fin que le premier ..

COest pourquoi le PR (physicien rigoriste) prZfere Zcrire ce dernier volreedd. dy.dz, voire
meme noter & ce volume @Oordre B, cette derniere notation faisant rZfZrence ~ IOhomitg£hiZ
volume comme une distance au cube ..

44. Ledetle*

Quelle diffZrence y a til entre les Zcritutest d pour un volume par exempPkeDans la plupart
des cas, et dans celii en particulier, le physicien confond et emploie indiffZremmestdieux

Zcritures. Dans le langage on dira plut™t petiCE volume*! et un volume ZIZmentairé thais ces
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deux expressions recouvrent la meme rzalitZ. COest en fait le cas chaque fois que 10ZIZment
considZrZ comme une petite variation dOwralgur.

Ainsi, on pourra indiffZremment parler de IpafiteE chargetq = $ *! contenue dans le fgtit
volume*! ou de la charge ZIZmentaire dfj & .

_On pourra Zventuellement calculer ensuite la charge totale Q contenue dans un volume \
IOinZgrale:
Q= $P%a#

Plus subtilement, supposons que la densitZ volumique de hd#mende " la fois de IOespace e
du temps $(M, t). On prZferera alors dire que si le voluriecontient la chargéq, celleci varie de
d(*q) pendant leemps dt de sorte que

d*q) = d[$(M,t) *! ] =d$(M,t) *!
(on reviendra plus tard sur IOexpression$di! d) )

On a ainsi privilZgiZ 10aspecvafationE dans IOemploi du d et |QaspéiiZ@entair& dans
|IGemploi dd ..

Il'y a cependant decas o- il est (hterdit E de confondre les deux notatiorsrsque 10ZIZment ne
peut stre considZrZ comme une variation ZlIZmentaire dOune grandeur, il est impZratif dOuti
notation*. On comprend bien en effet que la notation d exprimeraitfizreintielle dOune fonction. On
rencontre typiquement ce probleme en thermodynamique o IQexpression ZIZmentaire du pi
principe sOZcrit

dU =*W +*Q

COest un bilan entre grandeurs ZIZmentaires , mais alors que dU reprZsente bien, entre de
voisins, une variation ZlZmentaire de la fonction U (au sens mathZmatique cOestaigie C
diffZrentielle, appelZe alors diffZrentielle totale exaét),et*Q sont respectivement le travail et le
transfert thermique associZs " la transformation Ztfaire(au sens mathZmatique ce sont deu
formes diffZrentielles).

4.5. DZrivZe seconde

Elle peut sOZcrirdO(x) mais on prZfere souvent IOexpre%%ég)j() = a1
Notez la place diffZrente du 2 au numZrateur et au dZnominaterrenfore notamment

2
IOhomogZnZitZ. Ainsi une accZlZration, n(:?gest bel et bien en n’B&

4.6. Fonction de plusieurs variables dZrivation partielle

Les grandeurs dZpendent souvent de plusieurs variables essentiellement 2 |@ioiagitZ dans ‘
une ligne Zlectrique pourra «tre de la forme I(x, t), la pression dans un fluide en mouvement en rz

permanent P(r, z) ( en coordonnZes cylindriques), un champ ZIecE'E(nqqe z,t)etcetc E

On dZfinit alors des di¥Zes partielles de ces grandeurs par rapport ~ leurs variabk3agit tout
simplement de dZriver la grandeur par rapport ~ une variable donnZe en considZrant que les autr
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des constantes. En toute rigueur, pour une fonction f(x,y) les dZpa#esdles devraient stre notZes
AL AL I D dicesE \ rivati
%@;( et %@—( , mais on omet souvent la grandeur en indices€Ze constante dans la dZrivation

X

partielle..

llx

Par exemple, pour T(x,t) 5B #cos, t:

n T T X " T X i
v #?e#ﬂ* cosd et ol #Toe#$%sm0/¢

L" encore, pour le physicieﬁ; est bien le quotient dOune petite variation de la fonction f relative

une petite variation de la variable x, la variable y restant elle fixZg. 3
En revanche la diffZrentielle de f, cOest " dire sa variation ZIZmentaire quand les deux vai
varient sOZcrit

n llf
df = — dx + — d
n X X n y y

. df . . A
On retrouve bien que_ "y constant sOidentifie T

Si on revient ~ un exemple prZcZdent citZ dans le paragraphe 5.4, la variation ZIZngMaijre d
au point M (sous entendu on reste en M) pendant dt se rZduit donc *

wwn:%nt

RZciprogquement enfin, lﬁZgraﬂon dOune fonction f(x) vis " vis de x sog(x)t+ cste o g(x) est
une primitive de f(x). Mais IOintZgration dOune fonction f(x,y) vis " vis de la variable x:sO:
g(x,y) + h(y) o* g(x, y ) est une primitive de f vis ~ vis de x et h(y) daection quelconque de y ..

Prenons |Oexemple simple oe on cherche " retrouver la pression P(r, z) au sein dOun fluii
coordonnZes cylindriques) en connaissant ses dZrivZes partielles

—I: = A et —I:: - B 0 A et B sont deux constantes.

La technique dOintZgration consiste ~ partir dOune des deux dZrivZes partielles et Zcrire

= A =>P(r,z) = Ar +1(2)

dOoe {z fO(z) =B par identification, soif(z) =-Bz + cste

et finalement P(r, z) = ADBz + cste E

5. LA TRIGONOMETRIE
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Il nOest pas question ici de reprendre un cours de trigonomZtrie dZbutZ au college, mais simp
de rappeler quelques fondamentaux indispensables ~ la rZsolution deeunen#xercices ou
problemes de physique, dont nous donnerons deux exemples en fin de paragraphe.

Les rZsultats prZsentZs ici doivent etre connus de fason-gutsnatique, sans dZlai de rZflexion

A partir du cercle trigonomZtrique 0@ rayon unitE, on peut visualiser directement sinus, cosinu
et tangente comme des longueurs
Les dZfinitions rigoureuses restant Zvidemment
D /
B -

\ tan!

OA
CoOSo =——
OB
1
sin" = —AB L
OB | Sin'!
CD
tan" =— ) A
oC T C

cos'!

On retrouve alors les rZsultatagsiques sinus et tangente fonctions impaires , cosinus fonctio
paire, ainsi que les signes de sinus et cosinus suivant la valeur de I0angle, comme lOindique le:
ci-dessous

Oo<!|<"

sin! »0 1/2<" <31/2| -1/2<" <12

cos" <0 cos" >0

On doit de meme savoir gar clur E:

sin(" #$) =sin$ cos(' #9$) =#cos$
-17 -
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sin(" +#) =3$sin# cos(' +#) = $cos#
cos 1 #$)=sin$ cos( +E)—$sin" E
G#9)= 2’

Rappelons en outre quelques identitZs remarquables quOon retrouve constamment d:
exercices

sif" +cos" =1

cosacosh = %(cos@& b)+cos@" b)) sinasinb = %(cosa" b) " cos(a+ b))

sinacosb = %(sin(a+ b) +sin@" b))

, _l+cos2a ., 1-cos2a

cos’a=——— sin“a
2 2

— #p" q& &
cosp+cosq:2005(p2q)cos(p;q) coy” CO$="ZSir1%£7q(SiW erq(

e o PO p(QY L TPt q& %pq&
sinp+sing =2si > &co > % sinp" sing = 2sir > (co 2(

Il est bon efin de conna’tre les rZsultats de gZomZtrie suivants concernant les Zgalitz
complZmentaritZs dOangles

Voyons " prZsent deux exemples o la trigonomZtrie est indispensable " la rZsolution du proble
Exemple 1: projection de forces
Les deix masses m et M reposent sans frottement sur les plans inclinZs suivant la figure reprZ

ci-dessous. Faire le bilan des forces sur chague masse et projeter la relation fondamentale
dynamique sur les axes indiquZs
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Exemple 2: battements de frZquences

On ajoute deux tensions de meme amplitude et de frZquences voisines

U, =U,cos' tet U, =U,cos( +#" )t

Quelle est la forme de la tension rZsultantterprZter dans le cas o« leag®ns sont associZes *
deux sons de frZquences voisinesk

6. LOUTILISATION DES COMPLEXES

6.1. Les grandeurs sinusoedales

Les grandeurs sinusoedales (dites aussi harmoniques ou oscillantes) jouent un r™le esse
physique. En pratique, les variables els dont peuvent dZpendre ces grandeurs sont le temps
une (ou plusieurs) variable(s) dOespace x, y, z. Une grandeur sinusosdale temporelle par exempl
la forme:

G =gcos(" t+#)

O- g, estiOamplitudedes oscillations etle dZphasagepar rapport ~ une autre grandeur du meme
type prise comme origine des phases.

A toute grandeur pZriodique, on peut associer vateur moyenneet unevaleur quadratique
moyenne(appelZe souventleur efficace selon les dZfinitions

1T 1

n'
Groy= <G>= " gt et Gy = <G’ >=" gDt

On notera IOhomogZnZitZ dg, 6t G vis ~ vis de G ellememe.

LOopZration i@oyennek est linZaire
<aG+bG>=a<G>+b<G>

Attention, ce nOest pas le cas en gZaifrour la moyenne quadratique!

Or classiquement, <cosE> = <sinE> = 0 et <¢&s> = <sin’E> = #. On en dZduit que, pour une
grandeur G sinusoedale

Ginoy = 0 €t Gy = 2

2
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Rq. Attention : il est faux de dZfinir la valeur efficaceudCsignal pZriodique comme Ztant sé&
valeur maximale su/2: ceci nOest vrai gue pour un signal sinusoedal

6.2. La notation complexe

Pour optimiser les calculs on associe souvent ~ une variable sinusosdale une grandeur con
associZelont la variable est la partie rZelle.

Ainsi par exemple, ConsidZrons la tension oscillante W os@t+¢). A U on associe la
grandeuld = U """, On Zcrit alors
U=U " avecU,=Ug€"

U, est IGamplitude complexe qui contient I0amplitude rZelle (son module) et le dZphasag
argument).

Rg. Tres souvent on omet dans |OZcriture la barre de soulignement qui distingue la valeiriaZell
valeur complexeE

vLC)utiIisation du plan complexe permet de visualiser amplitudg et
dZphasage (on parle alors de rZprZsentation de Fresnel).

LOintZret de IQutilisation de la notation complexe repose sur

la linZaritZ des Zquations dans lesquellesesl grandeurs U
interviennent. Uo

Imaginons une grandeur f(x) solution dOune Zquation linZairg du |
type: Eq(f(x)) = g(x) = g cos kx. . >

Passer en complexes, cOest associer ~ g sa reprZsentation cegepilege chercher une solution
complexef(x). La linZaritZ de 10Zquation permet dOaffirmer que la solution rZelle f(x) est telle
f(x) = Re(f(x) )E

La recherche dOune solution complexe est particulierement simplifiZe dans les cas dOZq

diffZrentielles. En effet, en complexes, unéwdifion est remplacZe par une multiplicatiaquand f(x)
Wy df d’f = . L .
est la formee' *, &:j"f, F:" #°f . Dans IOexemple classique dOoscillations forcZes d
X
oscillateur amorti, I0Zquation diffZrentieilemouverent est :

mifii+ A+ kx =f cosmt

On pose f = f€"" et on cherche x sous la formgek', oe x, est complexe . LOZquation devien
alors:

-m, X, + - WX, + kx, = f,
fO

K" m#t?+$#

oscillations et, par son argument, leur dZphasage par rapport " fE

et on obtient immZdiatement, = qui contient, par son module, |Oamplitude de

LOutilisation de la notation complexe contient un piege classique. En effet sOil est vrat dOZcrire
-20-
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Re(aZ + bz) =a Re(4) + b Re(Z)
Il est en revanche tout " fait faux dOaffirmer
Re(Z Z,) = Re(4).Re(%)

En dDautres termes, on ne peut plus utiliser les complexes des qu@gg sOintZresse ~ des pr
fonctions sinusoedales. Prenons I0exemple classique de la puissdaceiat’Z

A un dip™le de tension " ses borkkes U,cos' t et parcouru paf =1,cos( t +#) est associZe la
puissance Zlectrique instantanZe
P=Ul=U,],cos tcos( t+#)
Si on utilise la notation complexe sans discernemerZcdh
U=U, " 1=1,e" dOoP=U,l, e " etP =Rep) =U,l, cos" t +#)
Etle rZsultat est fauxi

On peut toutefois contourner cet obstacle sachant quQen fait ZneséﬁnplutTMth la puissance
moyenne quO” la puissance instantanZe. Pour calculer cette derniere, on doit linZariser I0expre:
P (dOoe IOintZret de conna’tre quelques formules trigoE)

1 ~ 1 . . ,
P= EUO lo( cos@" t+#) + cos' ) dOoe <P> §UO l,cos' rZsultat classiqueE
On peut retrouver ce rZsultat ~ partir des notations complexes pour U et | selon la formule
<P>=Ref UI"

oe I* est le complexe conjuguZ deOn vZrifie en effet immZdiatement que
ReU I*) = Re(U, e™ |, e #**)) = U, I, cos"
_En fait ce rZsultat est tout ~ fait gZnZralisabfmur deux grandeurs sisoedales de meme
frZquence, Zventuellement dZphasZes
1
<GG,>= 2 Re GGy
COest notamment vrai pour le carrZ dOune fonction sinuso=dgleds(" t +#)

o1 _ 9%
<G>—§Re(®)—3

Rg. Dans ce dernier cas il est meme inutile de prZciser Re(), on a directem%;m:<~]2€;c-‘,c-;*

7. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES EN PHYSIQU E
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L~ encore nous nOaurons pas la prZtention de refaire un cours rigoureux eif exindaishZorie et
la rZsolution des Zquations diffZrentielles. Celles que nous rencontrerons le plus souvent sont ti
nombreuses, leur rZsolution est simple et classiglie doit «tre parfaitement connue.

Nous les exprimerons "Qa physicienneéE en faisant appara’tre IOhomogZnZitZ et des grand
caractZristiques. Pour fixer les idZes, nous nous intZressons " la rZsolution dOune Zquation diffZ
o+ IOon cherche une fonction f(t)

7.1. Equation f(t)+"% =g

Elle fait apparire la constanté, nZcessairement homogene ~ un temps dont nous donnerons
signification, et le second membre g, homogene " f, et que nous considZrerons ici comme

constante.
t

La solution gZnZrale de cette Zquation &8t= g + A e © o* A est une constante dOintZgration.

Wt
Dans le cas, classique, o f(0) = 0 on trouve finalemét=g( 1- e #).
g appara’t alors comme la valeur limite de f quand t tend vers IOinfini, ou, plus concretement p
phydcien, au bout dOun temps de IQordre de grandéyrgde est alors une constante de temp:
caractZristique du phZnomene.

Rqg.1 Dans le casf(t)+“% =0 (par exemple dZcharge dOun condensateur prZalablement cf
.t ~
dans une rZsistance), la smatest f(t)= f(0)e #, qui montre que f(t) tend vers 0 au bout dOun tem
de IQordre de appelZ alors temps de relaxation E.

Rq.2 Pour une fonction dOune variable dOespace x, I0Zquation st)(Zeri'r%:% =g 0e * est ue

longueur caractZristiqgue du phZnomene E

Rg.3 On peut Zgalement rencontrer IOZquat{oy' #%:g. Celleci donne une solution dite

t
divergente ene”, qui tend vers 10infini quand t tend vers IOinfini, qui pose probleme e
physicien! Ou bien I0Zquation est bonne maisn€ peut tendre vers 10infihi(cOest le cas par
exemple dans les montages ~ A.O. dits instables oe la tension de sortie Vs cro”t exponentielle
jusquO” se fixer " la valeur de saturation), @nhi. il y a tout simplement une erreur de signe dans I
mise en ZquationEn tout Ztat de cause on doit se poser des questions quand on rencontre
Zquation

7.2. Equation 3—:+Kf =0

7.2.1. Cas oe K est rZel positif
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On pose K =", faisant appara’tre ici le rZel positif quOon appellpulsation propre : cOest

|GZquation diffZrentielle classique desllationslibres dOun oscillateur harmonique.

La solution en estf(t) = A cos .t + B sin .t os A et B sont deux constantes dOintZgration.

La dZtermination de ces constantes se fait gr%oce aux conditions initiales prZcisant les valeurs

et %(0). Dans le cas frZquent o f(0) Feft %(0) =0, on trouve

f(t) = f,cos .t oscillations dOamplitude Zgale " la valeur initigke f

7.2.2. Cas o- K est rZel nZgatif

La solution est alors de la formét) = A "' +B & V<,

L™ encore on dZtermine A et B pées conditions initiales. L~ encore si tp€ut tendre vers

I0infiniE, la constante A est nZcessairement nulle pour Zviter une solution divergente physiqu
inacceptableE

7.2.3. Cas o K est complexe

On rZsout alors dans le corps des complexes en posanf+ jby. La solution est

f(t) - A e(a+jb)t + B e"(a+jb)t

_dfodf ,
7.3. Equation W+6"a+ f =g,cos't

COest I0Zquation classique dOun oscillateur amorti entretetsatida puopre’ et da facteur de
qualitZ Q ( dOautant plus grand que IOamortissement est faible). Elle est abondamment ZtudiZe
cours de sup.

Rappelons simplement que sa solution gZnZrale comprend

- la solution de 10Zquatisans second membrgjz+—°df+" 2 =0 qui correspond aux

dt®  Q dt

oscillations libres . Cette solution tend toujours vers 0, au bout dOun temps de I@ordfe,de
0

suivant 3 rZgime possibles ( pseyaitriodique, critique, apZriodique).
- la solution particuliere, ou solution forcZe, quOon trouve en rZsolvant en complexes comn

|Oa vu prZcZdemment

. e
WAt —g e = =
Q n g#n 2+70j"

On relira avec profit tout ce qui concerne cette ZquationE
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7.4. Equations " variables sZparables

N

On rencontre enfin des Zquation diffZrentielles dites ~ variables sZparablgsincipe de
rZsolution consiste alors ~ Zcrire I0Zquation sous la forme dOun membre qui ne dZpend que de
un membre qui ne dZpend que de t et dfdartZzhaque membre par rapport ~ sa variable.

Le plus simple est de raisonner sur un exemple conpretions celui dOune goutte dOeau tomb:
dans IOatmosphere sous I0action de son poids, et freinZe par unefer¢é eDapplication du PFD
en projetion sur une verticale descendante donne immZdiatement

dv
m— =mgqg" #V?
ac 9

_ Faisons appara’tre des grandeurs caractZristiques, tout en respectant les homogZnZitZs, er
IOZquation sous la forme

"V c:j_v VZ#V?  en posant— W, et— g =V}
. . . . Vdv _dt _. n
On peut alors sZparer les variables en Zcrlvgﬁ%\/z :;. Si on suppose quO”™ t = 0, V=dh
L
integre en Zcrivant
Vv, dv dt
V2 n V2 #0

#1 8 ~ ~ .
qui donneV :VLtkPé{y( : la goutte dOeau atteint une vitesse limite’Mun temps de |Oordre! de.

Comme on le voit sur cet exemple, on a dZplacZ le probleme de la rZsolution dOune Zg
diffZrentielle vers celui du calcul dOum&grale. Examinons pour finir cet aspect mathZmatique d
problemes de physique

8. LES INTEGRALES EN PHYSIQUE

Une fois IGintZgrale posZe, son calcul nOest plus du domaine de la physique. COest pourquc
de plus en plus ~ donner dans les antde problsme des rZsultats dOintZgrales. Ainsi dans I0exe
prZcZdent, il aurait pu stre ajoutZ une phrase du:type

du 1 X! .
COn rappelle que#f 7 —aArgth%z E

Cette remarque ne vaut pas Zvidemment pour des primititégal@sE sur lesquelles iest
inadmissible de se tromper. On doit savoir sans hZsitation aucune que

n+l

I X
- Une primitive de Xest , et donc que
n+1
I 1 x "
- Une primitive de— est -,
X +1
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- Une primitive de% est Lnx|

- Une primitive de cosx est sinx, une primitive de sHoQsx

On retrouve aussi tres souvent des intZgrales du:t;;bein"xco§ xdx

Pour calculer l'intZgrale , on applique la regle de Bicaent dOeffectukr changement de
variable:

Sip etq sont impairs, on emploie = cos2x

Sip est impair egy pair, on emploieal = cosx

Sip est pair et] impair, on emploial = sinx
Ex. ' sinxco$xdx= ' sin*xcogxcosxdx = Heintx(1" sirx)d(sinx)= Hu*@" u?)du

Nous allons surtout nous intZresser au probleme physique de la construction de 10intZgraie. C
peut rZsulter de I0intZgration dOune Zquation "~ variables sZparables comme on 10a vu au p:
prZcZdent.

On peut ici s@tarder sur un processus tres frZquent en physique et qui conduit souvent *
Zquation diffZrentielle, puis Zventuellement une intZgdest la notion déan ZIZmentaireE

Pour des grandeurs variant continZment dans le temps, on sera amendima fdaa entre deux
instants voisins t et t + dt, pour des grandeurs variant dans une direction de IQespace x, un bilan
et x + dxE

Pour mieux comprendre ce processus, partons dOun exemple

Une masse dOeau liquidg est enfermZe dans un rZeipi parfaitement calorifugZ, en Zquilibre
avec sa vapeur, " la tempZratuge @n pourra toujours nZgliger la masse dOeau vapeur devant la m
dOeau liquide. Une pompe aspire lentement et continZment la vapeur dOeau. Etablir la loi de v
de la mase dOeau liquide restant dans le rZcipient m en fonction de la tempZrature T. On sup
connues la chaleur massique de IOeau liquide c t la chaleur latente de vaporisation de I0eau L(T

Cet exercice se rZsout en 3 temps

- analyse physique du pZnems :

PuisquOon aspire la vapeur dOeau, sa pression dans le rZcipient a tendance " diminuer et le
eau liquide- eau vapeur est hors dOZquilibre. Pour revenir ~ IGZquilibre de 10eau liquide va d
vaporiser continZment. Cette vaporisation s&ite un transfert thermique positif qui ne peut etre
trouvZ qu®” 10intZrieur du rZC|p|ent puisque -celest calorifugZ il va stre apportZ par une
diminution de 10Znergie interne de IOeau liquide qui va donc voir sa tempZrature baisser continzr

-mise en Zquation " IOaide dOun bilan ZIZmentaire

Explicitons les transferts thermiques ZIZmentaires ayant lieu pendant un temps dt

- une masse dOe&amn se vaporise, avec le transfert thermique ()
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-IOeau liquide voit sa tempZrature varier deaddc le transfert thermique mc dT

De IQanalyse prZcZdente rZswl{@) *m + mc dT = 0
Derniere subtilitZ: il est implicite de penser quen est positive, mais alors si on appelle dm le
variation de masse de |Oeau liquide( elle nZgative)tm & - dm
DOo-
-L(Mdm+mcdT=0

- intZgration " partir du bilan

dm _ cdT —s nmdm_ T cdT

m "~ L(T) mom T L(T)

Une autre construction possible dOintZgrale correspond au calcul dOune grandeur ~ pe
composantes ZIZmentaires. Efyjrale est alors, au sens propre du tetme somme champ
Zlectrigue somme de champs ZIZmentaires, force rZsultante somme de forces ZIZmentaires,
totale dOune distribution de charges etc, etc E

La encore, pour comprendre le mZcanisme de cotistiute |QintZgrale, nous raisonnerons sur t
exemple

On se propose de calculer la force rZsultante de pression sur un barrage plan de largeur L, r
de I0eau (de masse volumi§usur une hauteur H

Po

eau ar

v

_ Surla face droite du barrage sﬁ)exerce la pression de |@aBUP la face gauche la pression de
IOeau. On ne peut Zvidemment Zcrggn@lement F = (PP,)LH o P serait la pression de 10éau
Celleci en effet varie continZment, on doit partir dOuneefdZmentaire composante et Zcrire

F=##P" R)nds

o P est une grandeur variablerete vecteur unitaire normal ~ I0Z1Zment de surface dS, dirigZ v
la droite. Or, le barrage Ztant plan, pour tout dSe, sort de IQintZgrale (le calcul aurait ZtZ plu
dZlicat avec un barrage courbe oe le vecteest alors luimeme variable). On peut Zcrire alors

F=e H#P" R)ds

Le probleme se rZsume alors au choix du dZcoupagla surface en ZIZments de surface dS.
rarement indispensable de faire le dZcoupdgeplDs petit. Il suffit en fait de voir de quoi dZpend la
grandeur " intZgrer ici cOest la pression P dans |IOeau qui ne dZpendra que de z puisquOor
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rapdement P = P+ $gz. Il suffit donc de dZcouper la surface selon z en bandes dS = Ldz. C
IOintZgrale

- H?2 —
F=e 7% gz Ldz:"gL?eX

Plus gZeraIement, quand on integre une grandeur sur un domaine, le dZcoupage de ce dom
commandZ par la ou les iable(s) dont dZpend la grandeur. Pour une distribution de charge

symZtrie sphZriqui(r), on Zcrira alors

Q= %0%69%4= %) 4sr'dr
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