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El!ments math!matiques " l#usage 

du physicien. 
 
 
 

1.  LES GRANDEURS DE LA PHYSIQUE 

 
 

1.1.  Grandeurs, variables et dimensions 

 
La physique manipule des grandeurs a priori expŽrimentales mais modŽlisŽes par les 

mathŽmatiques : la tempŽrature dÕune pi•ce, lÕintensitŽ du courant dans une ligne Žlectrique, le 
champ magnŽtique terrestre etcÉ  

Ces grandeurs peuvent dŽpendre elles-m•mes de variables : la tempŽrature peut •tre fonction de 
la pression, lÕintensitŽ dÕun courant de la frŽquence du gŽnŽrateur etcÉ  

 

1.1.1. LÕespace et le temps  

Parmi toutes ces variables, on distingue en particulier le temps et lÕespace. 
LorsquÕune grandeur g(t) dŽpend du temps, on dit quÕon est en rŽgime variable. A contrario, une 

grandeur indŽpendante du temps est dite constante et le rŽgime associŽ permanent ou stationnaire. 
De m•me une grandeur peut dŽpendre de la position, cÕest ˆ dire du point de lÕespace o• on la 

consid•re. On peut alors la noter g(M). Une grandeur indŽpendante de la position est dite uniforme 
et le milieu associŽ homog•ne pour cette grandeur. 

Nous vivons dans un espace ˆ 3 dimensions mais une grandeur peut ne dŽpendre que dÕune 
coordonnŽe dÕespace : le probl•me est alors unidimensionnel. On dira par exemple que, dans 
certaines conditions, la pression dans lÕeau ne dŽpend que de la profondeur. Plus gŽnŽralement, la 
position dÕun point de lÕespace requiert elle-m•me la donnŽe de 3 variables. Les plus connues sont 
les coordonnŽes cartŽsiennes (x, y, z ). On reviendra plus longuement sur la description dÕun point 
de lÕespace dans diffŽrents types de coordonnŽes  

Les deux types de variables peuvent enfin  intervenir : la tempŽrature dans une pi•ce munie dÕun 
radiateur quÕon vient dÕallumer sera ˆ la fois dŽpendante de lÕespace et du temps. On pourra la noter 
T(M,t) si on ne veut pas privilŽgier un type de coordonnŽes ou T(x, y, z, t) si on veut faire remarquer 
que T dŽpend bien de 4 variables ..   

 

1.1.2. Le zŽro et lÕinfini  

 
Pour le physicien ce sont des abstractions. DÕailleurs toute grandeur a priori expŽrimentale ne 

peut avoir une valeur Ç exacte È. La pression atmosphŽrique est de lÕordre de 1bar. On peut 
augmenter la prŽcision de sa mesure mais on nÕatteindra jamais une valeur Ç exacte È. 

De m•me rien en physique nÕest jamais parfaitement nul ou infini : une tempŽrature nulle, un 
volume nul nÕexistent pas. Un temps Ç nul È nÕest pas mesurable !  

Pour autant, le physicien ne se prive pas de manipuler le zŽro. En particulier, les probl•mes 
dŽpendant du temps Ç dŽbutent È ˆ partir dÕune date t = 0, prise comme Ç instant inital È. On parle 
dÕailleurs de conditions initiales pour la valeur des grandeurs considŽrŽes ˆ la date t = 0.  
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De m•me un milieu est gŽnŽralement limitŽ spatialement (et en tout cas dans la rŽalitŽ !) et on 

utilisera couramment la  limite x = 0. On parle alors de conditions aux  limites pour les valeurs des 
grandeurs ˆ ces limites.  

 
QuÕest ce que lÕinfini  pour le physicien ? Il est ˆ la fois identique ˆ celui du mathŽmaticien Éet 

diffŽrent ! Quand un probl•me physique est modŽlisŽ par une fonction mathŽmatique, le physicien 
obŽit aux m•mes r•gles que le mathŽmaticien : il peut calculer par exemple la limite quand t tend 
vers lÕinfini dÕune grandeur. Ainsi, lors de la charge dÕun condensateur, il pourra aboutir ˆ la loi bien 
connue :  

!  

VC(t) = E(1" e
"

t
#) 

 
et dira : VC(t) tend vers E quand t tend vers lÕinfiniÉ  
En pratique cependant, nÕoubliant pas quÕune tension est avant tout une grandeur expŽrimentale, 

le physicien dira quÕaucun instrument ne sait mesurer exactement cette tension et que le 
condensateur sera dit chargŽ lorsque la tension ˆ ses bornes nÕŽvoluera plus au niveau de cet 
instrument. Bien Žvidemment , il conviendrait de quantifier cette prŽcision pour dire, par exemple, 
que le condensateur est chargŽ, et a donc atteint sa valeur limite, ˆ Ç tant pour cent pr•s È. On se 
contente souvent de dire que si t >> !   alors VC est Ç quasiment È Žgal ˆ E..  Au risque de para”tre 
provocateur, le physicien dira donc quÕun temps infini est Žgal ˆ Ç quelques !  È É  

Cette remarque Ç vaut È dans lÕautre sens : dans lÕŽtude de la houle par exemple, lÕocŽan pourra 
•tre modŽlisŽ comme de profondeur infinie si celle-ci est grande devant la hauteur caractŽristique 
des vagues. Si celle-ci est de lÕordre de quelques m•tres, un ocŽan de profondeur mille m•tres sera 
reprŽsentŽ par un espace dont la profondeur varie entre 0 et lÕinfiniÉ 

De m•me enfin, une grandeur de valeur tr•s ŽlevŽe (ou tr•s faible ), jamais dans lÕabsolu mais par 
comparaison avec la valeur dÕune autre de m•me dimension, pourra •tre rendue infinie (ou nulle) 
dans la modŽlisation mathŽmatique du probl•me. CÕest typiquement le cas de la conductivitŽ 
Žlectrique, toujours de valeur finie, mais quÕon peut Ç idŽaliser È comme nulle pour des isolants 
parfaits, ou infinie pour des conducteurs parfaits. Nous reviendrons sur les Žventuels probl•mes 
posŽs par ce passage ˆ la limite.  

 

1.1.3. Les discontinuitŽs 

 
Disons le tout net : la physique a horreur des discontinuitŽs. On rŽtorquera que fermer un circuit 

avec un interrupteur provoque bien une discontinuitŽ de certaines grandeurs Žlectriques dans le 
circuit. Pas vraiment : pendant la fermeture de lÕinterrupteur celui-ci se comporte comme un 
condensateur de capacitŽ variable. La discontinuitŽ entre deux milieux comme lÕair et le verre par 
exemple nÕest en fait que macroscopique. Un signal crŽneau discontinu nÕexiste pas en rŽalitŽ : tout 
gŽnŽrateur aura un temps de montŽe fini et dŽlivrera en fait un signal Ç trapŽzo•dal ÈÉ  

Pour autant, sur ce dernier exemple, on voit bien que considŽrer le signal rŽel au lieu du signal 
Ç idŽal È rendra Žvidemment les calculs plus compliquŽs. Le physicien, qui nÕaime pas non plus les 
calculs compliquŽs, ne se privera donc pas dÕutiliser parfois des mod•les mathŽmatiques discontinus. 
Ce qui ne doit pas lÕemp•cher de rester vigilant : une discontinuitŽ peut en cacher une autre ! Ainsi 
admettre quÕil y a un instant 0- et un instant 0+ lors de la fermeture dÕun circuit, cÕest aussi accepter 
la modŽlisation mathŽmatique dÕune discontinuitŽ dÕune grandeur physique associŽe. Pour un circuit 
E, R,C par exemple, lÕintensitŽ du courant passera Ç instantanŽment È de la valeur 0 ˆ la valeur finie 
E/R. Plus subtilement, dans le circuit E, R, L cÕest la dŽrivŽe di/dt qui sera discontinue. 

Revenons sur le cas du conducteur parfait ŽvoquŽ plus haut : rendre sa conductivitŽ infinie aura 
pour effet dÕy rendre le champ Žlectrique identiquement nul et pourra entra”ner une discontinuitŽ de 
ce dernier ˆ lÕinterface du conducteur et du vide par exemple.  

Insistons bien sur le fait que cÕest lÕintroduction, artificielle, dÕune discontinuitŽ dans la 
modŽlisation mathŽmatique, qui en entra”ne dÕautres. 
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 Le physicien doit sans cesse Ç jongler È entre lÕabstrait et le concret , le mod•le et lÕexpŽrience, 

autant pour des raisons thŽoriques voire philosophiques (apr•s tout quelle est la rŽalitŽ intrins•que de 
la modŽlisation mathŽmatique dÕune tempŽrature, dÕune force É ?) que pratiques (simplicitŽ des 
calculs, adŽquation du mod•le et de lÕexpŽrience). Il ne sÕagit en aucun cas dÕun Ç bidouillage È au 
sens pŽjoratif du terme, mais bien au contraire dÕun exercice dŽlicat o• lÕon doit sans cesse •tre 
conscient de lÕimperfection des choses et surtout capable dÕŽvaluer et de quantifier cette 
imperfectionÉ  

1.1.4. Dimensions et unitŽs  

 
Contrairement ˆ leurs homologues mathŽmatiques, les grandeurs de la physique sont 

essentiellement dimensionnŽes : elles ont des unitŽs. Une tempŽrature sÕexprimera en kelvins, une 
pression en pascals etcÉ Il est impŽratif de comparer des grandeurs de m•me dimension ! En 
particulier on ne peut Žgaler que des grandeurs de m•me dimension (et exprimŽes dans la m•me 
unitŽ !). Il est de m•me inadmissible dÕŽcrire une expression du style U = (R + L) i par exemple. La 
vŽrification de lÕhomogŽnŽitŽ dÕune formule est impŽrative et constitue dÕailleurs un puissant outil 
de validation de la formule.  

  
 

1.2. Le signe Žgal en physique 

 
Pour les mathŽmaticiens les choses sont Žgales (=)Éou diffŽrentes (!). Le physicien utilise en 

plus le Ç peu diffŽrent de È (").  
Dans un calcul formel utilisant les mathŽmatiques, le physicien pourra garder le signe Žgal et la 

rigueur associŽe. Mais il aura aussi la possibilitŽ de simplifier le calcul par des approximations : 
Pourquoi garder dans une Žquation un terme certes nŽcessaire pour assurer lÕŽgalitŽ au sens 
mathŽmatique, mais en pratique inaccessible ˆ la mesure par exemple ? Evidemment cela ne doit pas 
•tre fait nÕimporte comment : un terme nÕest jamais nŽgligeable en soi mais devant un autre. On ne 
peut faire des approximations que dans des sommes algŽbriques de termes. Il convient enfin de 
prŽciser ˆ quel ordre on fait les approximations et en tout cas de respecter cet ordre dans les 
diffŽrentes approximations.  

En clair , un mod•le mathŽmatique peut conduire ˆ une tension de la forme :  
  

V = V1 + 2V2 Ð V3 
 
Dans lÕapplication numŽrique, si V1 = 10V, V2 = 0,2V et V3 = 30mV (valeurs supposŽes exactes 

indŽpendamment des chiffres significatifs ), on pourra tout aussi bien dire V = 10,37 V , V " 10,4V 
ou m•me V" 10V suivant la prŽcision choisie 

  
A lÕinverse, avec la m•me expression formelle, on pourra Žcrire V " V1 ou V " V1 + 2V2 si on sait 

par avance (ou par hypoth•se ˆ valider par la suite) que V3 << V2 << V1 
 

 

1.3. Approximations Ð LinŽarisation 

 
Le paragraphe prŽcŽdent nous conduit ˆ approfondir le processus dÕapproximation en physique. Il 

part du constat suivant : les Žquations font souvent intervenir des termes f(a + b) o• on sait (ou on 
suppose) que b est tr•s infŽrieur ˆ a. On peut alors, suivant les besoins, soit brutalement supprimer b, 

soit proposer une formule approchŽe plus simple de f(a+b) en faisant appara”tre f[ a(1 + 

!  

b
a

) ] o• 

!  

b
a

<<1.  
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Ce qui Žvidemment ram•ne ˆ la notion de dŽveloppement limitŽ en mathŽmatiques. Comme on le 

voit, il sÕagira le plus souvent, la variable Žtant x = 

!  

b
a

, de dŽveloppement Ç au voisinage È de 0. Sans 

vouloir donner une liste exhaustive des DL, rappelons ceux quÕon rencontrera le plus souvent dans les 
probl•mes de physique : 

!  

(1+ x)n " 1+ nx +
n(n #1)
2

x2  

 

€ 

ex ≈1+ x +
x2

2
 

!  

Ln(1+ x) " x #
x2

2
 

!  

cosx " 1#
x2

2
 

!  

sinx " x #
x3

6
 

!  

tanx " x +
x3

3
 

 
Que le mathŽmaticien ne sÕoffusque pas de lÕabsence du traditionnel O(xn) : le physicien est couvert 

par lÕemploi du signe " É 
Ces DL ont ŽtŽ Žcrits ˆ lÕordre 2 (o• 3 sÕil nÕy a pas de termes pairs ) sans quÕil soit forcŽment utile 

de le faire ˆ chaque fois : lÕidŽe est simplement dÕutiliser un DL ˆ lÕordre le plus faible qui laisse 
subsister la variable dans lÕexpression finale. Ainsi par exemple, on Žcrira : 

 

!  

(1+ x)3 " Ln(1+ x) + 3x2 " 1 + 3x Ðx =1 + 2x   (DL ˆ lÕordre 1) 

(1+ x)4 ! Ln(1+2x) ! 2ex  " 1 + 4x +6x2 Ð (2x Ð 2x2) Ð 2(1 + x + 
x2

2
) = -1 + 7x2 

(nŽcessitŽ dÕun DL ˆ lÕordre 2) 
 

Un probl•me voisin est celui dit de la linŽarisation dÕune Žquation en vue la simplification de sa 
rŽsolution. Pour faire simple nous raisonnerons sur deux exemples :  

 
- oscillations autour dÕune position dÕŽquilibre en mŽcanique ( Sup)  
- linŽarisation de lÕŽquation dÕEuler dans lÕapproximation acoustique (SpŽ)  

 
Dans le premier cas, un syst•me mŽcanique, rŽgi par la variable " , obŽit ˆ lÕŽquation :  
 

!  

mglsin" # C" = ml2ú ú "   
 
Si la condition C < mgl est remplie, ce syst•me admet la position dÕŽquilibre  " e dŽfinie par  
 

!  

mglsin" e # C" e = 0. 
 
On cherche alors une Žquation des petits mouvement autour de " e. Pour ce faire on pose 

"  = " e + # o• # est, par hypoth•se, petit devant " e . Avec cette hypoth•se : 
 

!  

sin" = sin(" e +#) = sin" e cos#+cos" e sin#$ sin" e +#cos" e  et  

!  

ú ú "  = ú ú #  
 
LÕŽquation de mouvement prend donc la forme simplifiŽe : (mgl cos " e Ð C) # = ml2 

!  

ú ú "  
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Dans le second cas, on sÕintŽresse au mouvement dÕun fluide o• les inconnues sont V(x, t) 

vitesse, P(x, t) pression et p(x, t ) masse volumique.  
 
Ces trois variables sont liŽes notamment par lÕŽquation dite dÕEuler :  
 

!  

"
#V
#t

+V
#V
#x

$ 

% 
& 

'  

( 
) =

#P
#x

 

 
Mais on fait lÕhypoth•se (dite acoustique) de petits mouvements autour dÕun Žtat de repos, de 

sorte que :  
 
P(x, t) = P0 + p(x, t)   $(x, t ) = $0 + µ(x, t) et V(x, t) = 0 + V(x, t) 
 
O• p, µ et V sont des termes petits et du m•me ordre. LÕŽquation prŽcŽdente, qui sÕŽcrit 

rigoureusement :  
 

!  

(" 0 +µ)
#V
#t

+V
#V
#x

$ 

% 
& 

'  

( 
) =

#(P0 +p)
#x

 

 
prend, en ne gardant que des termes Ç dÕordre 1 È,  la forme simple linŽarisŽe :  
 

!  

" 0

#V
#t

=
#p
#x

 

 
 

1.4. Grandeurs scalaires et vectorielles 

 
Les grandeurs de la physique peuvent •tre scalaires ( tempŽrature, tension, masse etcÉ) ou 

vectorielles ( vitesse, force, champs Žlectrique et magnŽtique..).  
 
Une grandeur scalaire Ç contient È une information, sa valeur (au point M et ˆ lÕinstant t), 

Žventuellement algŽbrique, a priori mesurable. On peut ajouter ou retrancher des grandeurs scalaires 
de m•me dimension, multiplier ou diviser entre elles des grandeurs de dimensions diffŽrentes ou 
non.  

 
Rq.  On parlera de quotient pour la division de grandeurs de dimensions diffŽrentes et de 

rapport  pour la division de grandeurs de m•me dimension, rapport donc sans dimension. 
 
Dans notre espace tridimensionnel, et dÕun point de vue gŽomŽtrique, une grandeur vectorielle est 

avant tout une Ç fl•che È :  
                                                                                      

!  

!  
F  

 
 
Cette fl•che contient trois informations : sa longueur ( la norme du vecteur) , sa direction et son 

sens. En particulier rŽduire un vecteur ˆ sa norme (notŽe   

!  

!  
F  mais aussi souvent en physique comme 

le vecteur mais sans sa fl•che) est une faute classique et conduit ˆ de graves erreurs dans les 
probl•mes :  

       

!  

!  
F  ! F  

LÕŽcriture Žtant dÕailleurs elle-m•me incorrecte : un vecteur ne peut •tre Žgal ˆ un scalaire  
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Quand on parle du poids dÕun corps, on a tendance ˆ le rŽduire ˆ sa norme en N, en oubliant 
lÕinformation tout aussi essentielle : le poids est vertical et dirigŽ vers le bas !  

 
 
 
Les vecteurs, comme les scalaires, peuvent sÕajouter ou se retrancher mais en aucun cas se 

multiplier ou se diviser ( au sens commun du terme) : 

!  

V
I

 a un sens , pas 
  

!  

 
F 
 
v 

 !  

 
Attention cependant, lÕaddition vectorielle se lit gŽomŽtriquement comme :  
 
                                         

€ 

!  
B                   

!  

 
B  

 
                                                 

!  

 
A  +   

!  

!  
B  

 
Il peut vous sembler alors Žvident  que   

!  

!  
A +

!  
B  !   

!  

!  
A  +   

€ 

!  
B .  

Alors trouvez tout aussi Žvident que deux champs Žlectriques non colinŽaires donnent un champ 
rŽsultant dont la norme nÕest pas la somme des normes de chaque champ !  

 

1.4.1. Projection dÕun vecteur   

 
La projection (sous entendu orthogonale) dÕun vecteur sur un axe % peut encore se lire 

gŽomŽtriquement :  
 
                                                                                                                % 
                                    

!  

!  
F                                        

                                       
                                           &    
                                                       F% 
 

La composante projetŽe du vecteur, notŽe F%, est un scalaire (a priori algŽbrisŽ par le sens de lÕaxe % 
et la valeur de &).  

Elle peut notamment sÕexprimer en fonction de la norme du vecteur et de lÕangle par la relation :  
 

F% '  = F cos& 
 

1.4.2. Composantes dÕun vecteur   

 
Si on munit notre espace dÕune base de projection orthonormŽe, le vecteur poss•de trois projections 

sur les trois axes : ses composantes qui dŽfinissent alors ˆ elles trois tout aussi parfaitement le vecteur.  
Chaque axe est muni dÕun vecteur unitaire (de norme 1 donc) et, en coordonnŽes cartŽsiennes par 

exemple, on Žcrira :  
                                                    

!  

!  
F = Fx

!  
e x +Fy

!  
e y +Fz

!  
e z     (noter lÕŽgalitŽ entre vecteurs) 

 

encore une fois ˆ ne pas confondre avec la norme  F = 

!  

Fx
2 +Fy

2 +Fz
2  

 
Revenons sur la notation Fx : la notation de la lettre x en indice signifie ici quÕon consid•re (et 

dŽfinit par lˆ m•me) la composante (cÕest ˆ dire la projection) du vecteur   

€ 

!  
F  sur lÕaxe x. Cela nÕa rien ˆ 

voir avec la dŽpendance Žventuelle du vecteur, et donc de cette composante vis ˆ vis de la variable x ! 
Si   

!  

!  
F  est uniforme par exemple, Fx ne dŽpendra dÕaucune coordonnŽe dÕespace.    
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Prenons ˆ prŽsent le cas plus compliquŽ dÕune force de pression horizontale sur la paroi verticale 
dÕun barrage : cette force dirigŽe, par exemple selon lÕaxe x , ne poss•de quÕune composante et on Žcrit 

  

€ 

 
F = Fx

 
e x (on omet dÕailleurs souvent le x en indice puisquÕil nÕy a quÕune composante). Cependant 

cette force dŽpend de la pression qui elle-m•me dŽpendra de la profondeur z. On doit donc Žcrire :    
 

  

€ 

 
F = Fx (z)

 
e x  

 
On voit bien la diffŽrence : la lettre mise entre parenth•ses indique Fx comme une fonction 

dŽpendant de la variable z.  
Il faut donc •tre tr•s vigilant et bien comprendre ce que signifie la notation :  
 

  

!  

!  
F = Fx (x,y,z)

!  
e x +Fy (x,y,z)

!  
e y +Fz(x,y,z)

!  
e z 

 
Le vecteur   

!  

!  
F  poss•de trois composantes scalaires notŽes 

!  

Fx, 

!  

Fy, 

!  

Fz (indices) qui, chacune, dŽpend 
des variables x, y, z (parenth•ses). 

 
 

2. LES PRODUITS SCALAIRE ET VECTORIEL  

 
On a vu quÕon ne peut multiplier les vecteurs entre eux comme de simples scalaires. On peut 

toutefois dŽfinir deux Ç produits È entre vecteurs : le produit scalaire et le produit vectoriel. 
 

2.1. Le produit scalaire 

 

2.1.1. Aspect gŽomŽtrique 

 
Comme son nom lÕindique, il fabrique un scalaire ˆ partir de deux vecteurs .  
En privilŽgiant tout dÕabord lÕaspect gŽomŽtrique, on peut Žcrire :  
 
                             

!  

!  
A                (%A)  

    (1)                        &                                                                 (2)                             

!  

!  
B  

                                                                                                                         & 
                                      

!  

!  
B                         (%B)                             

!  

!  
A  

           
                                                       

!  

!  
A .

!  
B =

!  
A .

!  
B .cos"  

 
LÕangle & est ici compris entre 0 et (' : le produit scalaire sera positif dans le cas (1) et nŽgatif dans 

le cas (2). Notons quÕil est commutatif :  
                                                                           

!  

!  
A .

!  
B =   

!  

!  
B .

!  
A  

 
Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est nul. La norme du produit scalaire de 

deux vecteurs colinŽaires est Žgale aux produits des normes des vecteurs É  
 
On peut aussi lÕinterprŽter comme le produit de la norme dÕun des vecteurs par la composante de 

lÕautre sur lÕaxe associŽ au premier  

            

!  

!  
A .

!  
B =   

!  

!  
A . B%A =   

!  

!  
B .A%B 
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En physique on rencontre tr•s souvent le produit scalaire. Pour calculer le travail dÕune force sur un 
chemin parcouru par exemple on est amenŽ ˆ b‰tir :  

 
                                

!  

!  
F  

                                                                          C 
                                 

!  

dl 
 

W = 
  

!  

!  
F .dl

C

"  

Concr•tement on voit par le produit scalaire que seule la composante de   

!  

!  
F  colinŽaire ˆ 

!  

dl 
travaille :cÕest la composante Ç utile È de la force. Ce type dÕintŽgrale est plus gŽnŽralement appelŽe 
circulation du vecteur le long de C.   

On peut aussi fabriquer des intŽgrales du type :  
                                                                                                                                     

!  

!  
V  

                                                           Dv = 
  

!  

!  
V .dS

S
""  

            

!  

dS 
Pour calculer le flux   de la vitesse dÕun fluide ˆ travers une surface 

donnŽe. Ce flux, comme le montre une analyse dimensionnelle simple, 
sÕexprime en m3.s-1 et nÕest autre que le dŽbit volumique du fluide ˆ 
travers S. Lˆ encore seule compte la composante de vitesse colinŽaire 
ˆ 

!  

dS et qui reprŽsente bien le fluide traversant effectivement SÉ   
 
Rq. Le produit scalaire permet de redŽfinir la projection dÕun vecteur sur un axe % quÕun a muni 

dÕun vecteur unitaire   

!  

F" =
!  
F .

!  
e " . Il appara”t en effet tr•s simplement que :  

  

!  

F" =
!  
F .

!  
e "  

 

2.1.2. Expression analytique 

 
On peut Žgalement exprimer le produit scalaire de deux vecteurs ˆ partir de leurs composantes dans 

une m•me base orthonormŽe. Ainsi, en coordonnŽes cartŽsiennes on Žcrira :  
 

  

!  

!  
A .

!  
B = AxBx + AyBy + AzBz 

 

Rq .  On a donc aussi 
  

!  

!  
A .

!  
A =

!  
A 2 = Ax

2 + Ay
2 + Az

2 =
!  
A 

2
 

 

2.2. Le produit vectoriel 

 
Comme son nom lÕindique, il fabrique un vecteur ˆ partir de deux vecteurs. Il est donc plus 

complexe que le produit scalaire 
 

2.2.1. Aspect gŽomŽtrique 

 
- sa direction est la direction orthogonale au plan formŽ par les deux vecteurs :  
 
 
 
                                                            

!  

!  
C                                

!  

!  
B  

                                                                                & 
                                                                         

€ 

!  
A  



LycŽe Brizeux  2010-2011                                                                                                                           Elements mathŽmatiques. 

- 9 -  

 
 
 
Rq. Si   

!  

!  
C =

!  
A "

!  
B  alors nŽcessairement   

!  

 
C  est orthogonal ˆ   

!  

!  
A  et   

!  

!  
B É  

 
- son sens obŽit ˆ une r•gle de correspondance tr•s importante ˆ respecter en physique :  

 
Autrement dit le sens de rotation de   

!  

!  
A  vers   

!  

!  
B  quand on fait le produit vectoriel   

!  

!  
A "

!  
B  dŽtermine le 

sens du vecteur   

!  

!  
A "

!  
B . Evidemment le sens de rotation ˆ considŽrer correspond ˆ lÕangle & le plus 

faible entre les deux vecteurs (i .e. 0 < & < ( ). 
Il est tr•s important  de pouvoir retrouver tr•s rapidement la direction et le sens dÕun produit 

vectoriel. Entra”nez-vous ˆ le faire par exemple sur les exemples suivants o• on cherche le produit 
vectoriel Ç gras 

!  

"  fin È :  

                  
 
Rq. Contrairement au produit scalaire, le produit vectoriel nÕest pas commutatif. La r•gle ci-dessus 

montre clairement que :  
  

!  

!  
A "

!  
B  = -   

!  

!  
B "

!  
A  

 
- sa norme est donnŽe par :   

!  

!  
C =

!  
A .

!  
B .sin"  

 
Le produit vectoriel de deux vecteurs colinŽaires est nul. La norme du produit vectoriel de 

deux vecteurs orthogonaux est Žgale aux produits des normes des vecteurs É  
 
Rq. La norme donnŽe ci-dessus, positive, suppose lÕangle & lui-m•me positif (le sens, donc le signe 

suivant un axe donnŽ, du produit vectoriel Žtant dŽterminŽ par la r•gle prŽcŽdente). On peut aussi 
parler de mesure algŽbrique du produit vectoriel si lÕangle & devient lui-m•me algŽbrique. 

+

+
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Ainsi :  
 
 
- pour lÕexemple ci dessous, si on choisit un axe z vertical ascendant et des angles Ç en module È, 

on Žcrira :  
 

 
                                        z 
 
 
 
 
                                                           

!  

!  
B  

                                                                        &                                 ) 
                                                                                                                        

€ 

!  
D  

                                                               

!  

!  
A                                     

!  

!  
C   

 
 
 
                            

!  

!  
A "

!  
B  = + ABsin&   

!  

!  
e z    et    

!  

!  
C "

!  
D  = - CDsin)    

!  

!  
e z 

 
- pour lÕexemple suivant en revanche, imaginons que   

!  

!  
A  et   

!  

!  
B  sont deux vecteurs qui tournent ˆ 

des vitesses diffŽrentes autour de z : lÕangle & variable et algŽbrique peut •tre positif ou nŽgatif     
. On Žcrira  alors :  

                                                                                                          z 
 
                            

!  

!  
A "

!  
B  = ABsin&   

!  

!  
e z 

 
avec sin& positif ou nŽgatif suivant la valeur de & É  
                                                                                                                   

!  

!  
B  

    &        

                                                                                                             

!  

!  
A  

                                                                                                             
 

Remarquez que sur cet exemple on a quand m•me respectŽ, pour dŽterminer le sens positif de 
dŽfinition de lÕangle &, la r•gle prŽcŽdente vis ˆ vis du sens positif de lÕaxe zÉ  

 

2.2.2. Aspect analytique 

 
A partir des composantes Ai, Aj, Ak et Bi, Bj, Bk des vecteurs   

!  

!  
A  et   

!  

!  
B  dans une base orthonormŽe 

( O, i, j , k), on peut obtenir les composantes du produit vectoriel   

€ 

!  
A ∧

!  
B  dans la m•me base par 

dŽveloppement suivant la derni•re colonne du dŽterminant :  
 

  

!  

Ai   Bi  
!  
e i

A j   Bj  
!  
e j 

Ak  Bk  
!  
e k

 

 
Soit, dans la base (O, x, y, z) par exemple :  

 
                               

!  

!  
A "

!  
B = (AyBz # AzBy )

!  
e x + (AzBx # AxBz)

!  
e y + (AxBy # AyBx )

!  
e z 
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Tr•s souvent, on rencontre en physique des produits vectoriels de vecteurs unitaires dÕaxes. On doit 

pouvoir exprimer directement rapidement le rŽsultat de produits vectoriels du type :  
 

  

!  

!  
e x "

!  
e y ,    

!  

!  
e z "

!  
e x,,    

!  

!  
e z "

!  
e y ,   

!  

!  
e r "

!  
e #,    

!  

!  
e r "

!  
e z  etcÉ.  

 

2.2.3. Produit mixte 

 
A partir des dŽfinitions prŽcŽdentes on peut fabriquer :   

!  

(
!  
A "

!  
B ).

!  
C  appelŽ produit mixte.  

 
- Un produit mixte change de signe si lÕon permute deux quelconques des vecteurs qui y 

interviennent. 
- Un produit mixte est invariant par permutation circulaire des 3 vecteurs :  
 

    

!  

(
!  
A "

!  
B ).

!  
C  =   

!  

(
!  
B "

!  
C ).

!  
A ==  

!  

(
!  
C "

!  
A ).

!  
B  

 
- Un produit mixte est nul sÕil contient deux vecteurs colinŽaires.  

 

2.2.4. Double produit vectoriel 

 
On peut Žgalement construire :   

!  

!  
A " (

!  
B "

!  
C )  appelŽ double produit vectoriel. Il se calcule selon la 

formule ( quÕon doit conna”tre impŽrativement) :  
 
                                                     

!  

!  
A " (

!  
B "

!  
C )  =   

!  

!  
B (

!  
A .

!  
C ) "

!  
C (

!  
A .

!  
B ) 

 
 

3.  PRODUIT EN CROIX Ð CONVERSION DÕUNITES 

 
ElŽmentaire pour nous, direz vousÉ Faites le test suivant : pourriez vous rapidement et de t•te dire 
 
- quelle est la valeur en radians dÕun angle de 9¡ ?  
- quelle est la valeur en syst•me SI de la masse volumique dÕune huile telle que $ = 1260 g.l-1 ?  
 
Le premier probl•me jadis appelŽ Ç r•gle de trois È et maintenant Ç produit en croix È repose sur la 

linŽaritŽ entre deux grandeurs x et y , et sachant quÕˆ x1 correspond y1, ˆ quel x2 correspond y2 ?  
Il suffit dÕŽcrire la proportion : 
 

    

!  

x2
y2

=
x1
y1

 => 

!  

x2 = x1

y2

y1

 

 

Ainsi, puisquÕˆ (  radians correspondent 180¡, ˆ 9¡ correspondent   9. 

€ 

π
180

 = 

!  

"
20

 rd.  

Dans le m•me esprit, une question posŽe (presque sous cette forme) au probl•me des Mines 2010 : 
sachant quÕun avion parcourt la distance de 11km en 2mn , quelle distance parcourt il en un jour ?  

 
Le deuxi•me probl•me est tr•s proche. Dans ce cas de figure il joue uniquement sur les puissances 

de dix. DŽjˆ il faut Žviter lÕinvraisemblable : NumŽriquement parlant, 1(kg) cÕest Ç moins È que 
1000(g) et Ç plus È que 10-3(t). CÕest dire quÕune masse volumique en g/qqch sera numŽriquement plus 
faible en kg/qqch (et plus forte en mg/qqch ). De m•me, numŽriquement, 1l cÕest moins que 1000 cm3 
mais plus que 10-3 m3 : une masse volumique en qqch/l sera numŽriquement plus forte en qqch/m3 
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Donc1g/l = 1000g/m3 = 1kg/m3. La masse volumique demandŽe est donc aussi de 1260 kgm-3 

Il suffit en fait de respecter les puissances : 1g = 10-3 kg , 1dm = 10-1 m donc 1 dm-3 = 10+3 m-3 É  
 
Que vaudrait en syst•me SI une puissance massique de 5634 kJ.g-1.h-1 ?  
 

4. LA DERIVEE  

 
La dŽrivŽe est un outil essentiel au physicien : elle permet dÕŽtudier la fa•on dont une grandeur f 

dŽpend de la variable x. Bien Žvidemment sa dŽfinition, son mode de calcul sont identiques en 
mathŽmatiques et en physique. Rappelons simplement les aspects privilŽgiŽs par le physicien : 

 

4.1. Aspect gŽomŽtrique 

 
Avant tout, la dŽrivŽe fÕ(x) de la fonction f(x) reprŽsente la pente de la courbe f(x) :  
 
                                                                             f(x) 
                 fÕ(x) = tan &(x) 
            &(x) 
 
CÕest une nouvelle fonction de la variable x. Il 

est malheureusement courant de commettre la 
grave erreur  de confondre cette fonction et sa 
valeur particuli•re fÕ(x0) en x = x0É  

 
 

             x 
 
Si un mobile se dŽplace par exemple sur un axe x, suivant une loi x(t), sa vitesse est V(t) = xÕ(t). 

Dire quÕˆ t = 0 la vitesse est V0, ne signifie en aucuns cas que cette vitesse va rester constante et quÕon 
peut Žcrire x(t) = V0 t . De m•me ce nÕest parce que la dŽrivŽe dÕun courant dŽpendant du temps est 
nulle ˆ lÕinstant 0 que ce courant est une constante !  

 

4.2.  La notation 

!  

df
dx

 

 
Cette notation est constamment utilisŽe en physique. Il est donc essentiel dÕen comprendre la 

portŽe.  
Remarquons d•s ˆ prŽsent son intŽr•t dimensionnel : elle montre que la dŽrivŽe dÕune grandeur nÕa 

pas en gŽnŽral les m•mes dimensions que cette grandeur. Une tempŽrature T(t) variable dans le temps, 

ou dans lÕespace T(x), sera toujours exprimŽe en kelvins. Mais les dŽrivŽes TÕ(t) ou TÕ(x), notŽes 

!  

dT
dt

 

ou 

!  

dT
dx

 sÕexpriment elles en K.s-1 et K.m-1 respectivement É 

Pour le physicien 

€ 

df
dx

 est plus quÕune simple notation : cÕest le quotient rŽel de df (variation 

ŽlŽmentaire de la fonction associŽe ˆ une variation dx de la variable) par dx. Par ŽlŽmentaire, on 
entend suffisamment petite pour quÕon puisse utiliser le calcul diffŽrentiel des mathŽmatiques : en gros 
le dx ŽlŽmentaire du physicien correspond ˆ lÕinfiniment petit du mathŽmaticien. Pour ce dernier :  
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                                        fÕ(x) = lim *x+> 0 

!  

f (x +" x) # f (x)
" x

 

 
qui est la dŽfinition exacte et rigoureuse de la dŽrivŽe.  

 
Le physicien lui fait une approximation en Žcrivant :  
 

fÕ(x) = 

!  

df
dx

o• df est la variation ŽlŽmentaire de f rŽsultant dÕune variation ŽlŽmentaire de dx .  

 
On comprend cette approximation en faisant une loupe sur la courbe f(x) :  
 
                      f(x) 
                                                                                                                              A 
 
             df                                               B 
                                                                                                       O                    C 

En toute rigueur fÕ(x) = 

€ 

AC
OC

 

 
 

Alors que le physicien Žcrit fÕ(x) " 

€ 

BC
OC

 

 
 
             x 
                                                                                                                dx 
 
On confond le segment ŽlŽmentaire OA de la tangente ˆ la courbe en 0 avec lÕarc ŽlŽmentaire OB 

de courbe entre x et x + dx : en dÕautres termes, il sÕagit tout simplement dÕune approximation 
linŽaire, ou encore dÕun dŽveloppement au premier ordre de la fonction f(x) au voisinage de x. Le 
mathŽmaticien dirait :  

 
f(x + h) = f(x) + fÕ(x) h + O(h2)  

 

Le physicien Žcrit    f(x+dx) " f(x) + 

!  

df
dx

 dx  

 
Beaucoup de probl•mes de physique se modŽlisent justement ˆ partir de bilans ŽlŽmentaires faisant 

intervenir des variations ŽlŽmentaires quÕon mettra ensuite sous forme de dŽrivŽe :  
Ainsi, quand on veut expliquer la variation de vitesse V(t) dÕune fusŽe en fonction du temps et en 

lÕassociant ˆ la variation de sa masse m(t), on fera un bilan ŽlŽmentaire reliant, pendant le temps dt, la 
variation dV et la variation dm, aboutissant ˆ une Žquation diffŽrentielle faisant appara”tre la dŽrivŽe 

!  

dV
dm

. 

 

Rq. DÕapr•s ce qui vient dÕ•tre dit, 

!  

df
dx

 est un vrai quotient o• les grandeurs sont Ç simplifiables È :  

 

!  

df
dx

 = 

!  

df
dg

.
dg
dx

 

 
ce qui revient ˆ considŽrer que f est en fait une fonction composŽe : f(g(x)) et donc  

fÕ(x) = fÕ(g).gÕ(x).   
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4.3. DiffŽrenciation dÕune Žquation 

 
De m•me le physicien assimile la variation ŽlŽmentaire df de la fonction f ˆ sa diffŽrentielle : pour 

lui, diffŽrencier lÕŽquation pV = nRT, expression des variables p, V, T cÕest Žcrire :  
 

 
d(pV) = pdV + VdP = nR dT  
 
 

Le volume dÕune sph•re de rayon r sÕŽcrivant V = 

!  

4
3

" r3, on a alors dV = d (

!  

4
3

" r3) = 

!  

4" r2dr ce qui 

signifie quÕˆ une variation ŽlŽmentaire dr du rayon correspond une variation ŽlŽmentaire du volume 
dV = 

!  

4" r2dr.  
La surface dÕun cercle de rayon r sÕŽcrivant S = 

!  

" r2, on a dS = d(

!  

" r2) = 2( rdr ce qui signifie quÕˆ 
une variation ŽlŽmentaire dr du rayon de la surface correspond une variation ŽlŽmentaire de surface 
dS = 2( rdr. 

 
 
                  r                        dr 
 
                                 r                dr 
 
 
 
 
 
 
Ces deux domaines ŽlŽmentaires interviennent tr•s frŽquemment dans les probl•mes de physique et 

doivent •tre impŽrativement mŽmorisŽs.  
 
Rq. Il existe une esp•ce intermŽdiaire entre le physicien et le mathŽmaticien : le physicien rigoriste 

(ou mathŽmaticien refoulŽ) qui voit une ambiguitŽ dans la notation Ç d È. Il nÕa pas totalement tort..  
Reprenons en effet le calcul dV = 

!  

4" r2dr qui associe dV ˆ dr. On peut aussi calculer un volume 
ŽlŽmentaire cubique, associŽ aux trois variations ŽlŽmentaires dx, dy, dz de trois coordonnŽes x, y, z et 
on Žcrirait dV = dx.dy.dz. On voit bien la diffŽrence entre ces deux dV : le premier est Ç dÕordre 1 È 
cÕest ˆ dire en fait de m•me ordre que dr, alors que le deuxi•me est dÕordre 3 quand dx dy et dz sont 
eux dÕordre 1. En clair le deuxi•me Ç dŽcoupage È est plus fin que le premier ..  

CÕest pourquoi le PR (physicien rigoriste) prŽf•re Žcrire ce dernier volume d3V = dx.dy.dz, voire 
m•me noter d3r ce volume Ç dÕordre 3 È, cette derni•re notation faisant rŽfŽrence ˆ lÕhomogŽnŽitŽ du 
volume comme une distance au cube ...   

 

4.4. Le d et le *   

 
Quelle diffŽrence y a t il  entre les Žcritures *!  et d!  pour un volume par exemple ? Dans la plupart 

des cas, et dans celui-ci en particulier, le physicien confond et emploie indiffŽremment les deux 
Žcritures. Dans le langage on dira plut™t un Ç petit È volume *!  et un volume ŽlŽmentaire d!  mais ces 
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deux expressions recouvrent la m•me rŽalitŽ. CÕest en fait le cas chaque fois que lÕŽlŽment peut •tre 
considŽrŽ comme une petite variation dÕune grandeur.  

Ainsi, on pourra indiffŽremment parler de la Ç petite È charge *q = $ *!  contenue dans le Ç petit 
volume *!   ou de la charge ŽlŽmentaire dq = $ d!  .  

 
On pourra Žventuellement calculer ensuite la charge totale Q contenue dans un volume V  par 

lÕintŽgrale :  

!  

Q = " d#
V

$$$  

 
Plus subtilement, supposons que la densitŽ volumique de charge $ dŽpende ˆ la fois de lÕespace et 

du temps : $(M, t). On prŽf•rera alors dire que si le volume *!  contient la charge *q, celle-ci varie de 
d(*q) pendant le temps dt  de sorte que :  

 
d(*q) =  d[ $(M,t) *!  ] = d$(M,t) *!  

 
(on reviendra plus tard sur lÕexpression de d$(M,t) )  
 
On a ainsi privilŽgiŽ lÕaspect Ç variation È dans lÕemploi du d et lÕaspect Ç ŽlŽmentaire È dans 

lÕemploi du *  ..  
Il y a cependant des cas o• il est Ç interdit È de confondre les deux notations : lorsque lÕŽlŽment ne 

peut •tre considŽrŽ comme une variation ŽlŽmentaire dÕune grandeur, il est impŽratif dÕutiliser la 
notation * . On comprend bien en effet que la notation d exprimerait la diffŽrentielle dÕune fonction. On 
rencontre typiquement ce probl•me en thermodynamique o• lÕexpression ŽlŽmentaire du premier 
principe sÕŽcrit :  

dU = *W + *Q  
 
CÕest un bilan entre grandeurs ŽlŽmentaires , mais alors que dU reprŽsente bien, entre deux Žtats 

voisins, une variation ŽlŽmentaire de la fonction U (au sens mathŽmatique cÕest une Ç vraie È 
diffŽrentielle, appelŽe alors diffŽrentielle totale exacte), *W et *Q sont respectivement le travail et le 
transfert thermique associŽs ˆ la transformation ŽlŽmentaire(au sens mathŽmatique ce sont deux 
formes diffŽrentielles).   

 

4.5. DŽrivŽe seconde  

 

Elle peut sÕŽcrire f ÕÕ(x) mais on prŽf•re souvent lÕexpression  

€ 

d
dx

df
dx

" 

# 
$ 

% 

& 
' =

d2f
dx2 .  

Notez la place diffŽrente du 2 au numŽrateur et au dŽnominateur : elle renforce notamment 

lÕhomogŽnŽitŽ. Ainsi une accŽlŽration, notŽe 

€ 

d2x
dt2

 est bel et bien en m.s-2É  

 
 

4.6. Fonction de plusieurs variables : dŽrivation partielle  

 
Les grandeurs dŽpendent souvent de plusieurs variables  essentiellement 2, 3 ou 4 : lÕintensitŽ dans 

une ligne Žlectrique pourra •tre de la forme I(x, t), la pression dans un fluide en mouvement en rŽgime 
permanent P(r, z) ( en coordonnŽes cylindriques), un champ Žlectrique   

!  

!  
E (x, y, z, t ) etc etc É 

 
On dŽfinit alors des dŽrivŽes partielles de ces grandeurs par rapport ˆ leurs variables : il sÕagit tout 

simplement de dŽriver la grandeur par rapport ˆ une variable donnŽe en considŽrant que les autres sont 
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des constantes. En toute rigueur, pour une fonction f(x,y) les dŽrivŽes partielles devraient •tre notŽes 

!  

" f
" x

# 

$ 
% 

& 

'  
( 

y

 et 

!  

" f
" y

# 

$ 
% 

& 

'  
( 

x

, mais on omet souvent la grandeur en indice Ç restŽe constante È dans la dŽrivation 

partielle.. 
 

Par exemple, pour  T(x, t ) = T0 

!  

e
"

x
# cos , t :  

 

!  

" T
" x

= #
T0

$
e

#
x
$ cos%t       et      

!  

" T
" t

= #T0e
#

x
$%sin%t    

 

Lˆ encore, pour le physicien 

!  

" f
" x

 est bien le quotient dÕune petite variation de la fonction f relative ˆ 

une petite variation de la variable x, la variable y restant elle fixŽe. 
En revanche la diffŽrentielle de f, cÕest ˆ dire sa variation ŽlŽmentaire quand les deux variables 

varient sÕŽcrit :  

df = 

!  

" f
" x

 dx + 

!  

" f
" y

 dy  

 

On retrouve bien que 

!  

df
dx

 ˆ y constant sÕidentifie ˆ 

!  

" f
" x

. 

 
Si on revient ˆ un exemple prŽcŽdent citŽ dans le paragraphe 5.4, la variation ŽlŽmentaire d$(M,t) 

au point M (sous entendu on reste en M) pendant dt se rŽduit donc ˆ :  
 

d$(M,t) =

!  

"#
" t

 dt  

 
RŽciproquement enfin, lÕintŽgration dÕune fonction f(x)  vis ˆ vis de x sÕŽcrit  g(x) + cste o• g(x) est 

une primitive de f(x). Mais lÕintŽgration dÕune fonction f(x,y) vis ˆ vis de la variable x sÕŽcrit : 
g(x,y) + h(y) o• g(x, y ) est une primitive de f vis ˆ vis de x et h(y) une fonction quelconque de y ..  

 
Prenons lÕexemple simple o• on cherche ˆ retrouver la pression P(r, z) au sein dÕun fluide (en 

coordonnŽes cylindriques) en connaissant ses dŽrivŽes partielles :  
 

!  

" P
" r

 =  A    et    

!  

" P
" z

= - B o• A et B sont deux constantes.  

 
La technique dÕintŽgration consiste ˆ partir dÕune des deux dŽrivŽes partielles et Žcrire :  
 

!  

" P
" r

 =  A  => P(r, z) = - Ar + f(z)  

 

dÕo•  

!  

" P
" z

= fÕ(z) = -B par identification, soit f(z) = -Bz + cste  

 
et finalement P(r, z) = Ar Ð Bz + cste É  
 
 

5. LA TRIGONOMETRIE  
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Il nÕest pas question ici de reprendre un cours de trigonomŽtrie dŽbutŽ au coll•ge, mais simplement 
de rappeler quelques fondamentaux indispensables ˆ la rŽsolution de nombreux exercices ou 
probl•mes de physique, dont nous donnerons deux exemples en fin de paragraphe.  

Les rŽsultats prŽsentŽs ici doivent •tre connus de fa•on quasi-automatique, sans dŽlai de rŽflexion !  
 
 
A partir du cercle trigonomŽtrique, Ç de rayon unitŽ È, on peut visualiser directement sinus, cosinus 

et tangente comme des longueurs : 
Les dŽfinitions rigoureuses restant Žvidemment :  
 
 
 
 
 
 
 

€ 

cosα =
OA
OB

 

 

!  

sin" =
AB
OB

 

 

!  

tan" =
CD
OC

 

 
 
 
 
 
 
 
 
On retrouve alors les rŽsultats classiques : sinus et tangente fonctions impaires , cosinus fonction 

paire, ainsi que les signes de sinus et cosinus suivant la valeur de lÕangle, comme lÕindique les figures 
ci-dessous 

    
On doit de m•me savoir Ç par cÏur  È :  
 

!  

sin(" # $) = sin$     

!  

cos(" # $) = #cos$  

0 < !  < "

sin!  > 0

"  < !  < 2"

sin!  < 0

-! /2 < "  < ! /2

    cos "  > 0

! /2 < "  < 3 ! /2
    
   cos "  < 0

1

O A

B

C

D

tan !

sin !  

cos !

!
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!  

sin(" + #) = $sin#   

!  

cos(" + #) = $cos#  
 

!  

cos(
"
2

# $) = sin$   

!  

cos(" +
#
2

) = $sin"  É  

 
Rappelons en outre quelques identitŽs remarquables quÕon retrouve constamment dans les 

exercices :  
 

!  

sin2 " +cos2 " =1 
 

!  

cosacosb =
1
2

cos(a+b)+cos(a" b)( )           

!  

sinasinb =
1
2

cos(a" b) " cos(a+ b)( ) 
 

!  

sinacosb =
1
2

sin(a+b) +sin(a" b)( ) 
 

!  

cos2 a =
1+cos2a

2
        

€ 

sin2 a =
1− cos2a

2
 

 

€ 

cosp+cosq = 2cos
p−q

2

# 

$ 
% 

& 

' 
( cos

p+q
2

# 

$ 
% 

& 

' 
(     

!  

cosp " cosq = " 2sin
p " q

2

# 

$ 
% 

& 

'  
( sin

p+q
2

# 

$ 
% 

& 

'  
(  

 

!  

sinp+sinq = 2sin
p+q

2

" 

# 
$ 

% 

& 
'  cos

p ( q
2

" 

# 
$ 

% 

& 
'       

!  

sinp " sinq = 2sin
p " q

2

# 

$ 
% 

& 

'  
( cos

p+q
2

# 

$ 
% 

& 

'  
(  

 
Il est bon enfin de conna”tre les rŽsultats de gŽomŽtrie suivants concernant les ŽgalitŽs ou 

complŽmentaritŽs dÕangles :  
 

 
 
Voyons ˆ prŽsent deux exemples o• la trigonomŽtrie est indispensable ˆ la rŽsolution du probl•me :  
 
Exemple 1 : projection de forces  
 
Les deux masses m et M reposent sans frottement sur les plans inclinŽs suivant la figure reprŽsentŽe 

ci-dessous. Faire le bilan des forces sur chaque masse et projeter la relation fondamentale de la 
dynamique sur les axes indiquŽs : 

!

!

!

!
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Exemple 2 : battements de frŽquences  
 
On ajoute deux tensions de m•me amplitude et de frŽquences voisines :  

!  

U1 = U0 cos" t et 

!  

U2 = U0 cos(" +#" )t  
Quelle est la forme de la tension rŽsultante ?  InterprŽter dans le cas o• les tensions sont associŽes ˆ 

deux sons de frŽquences voisinesÉ  
 
 

6. LÕUTILISATION DES COMPLEXES 

 
 

6.1. Les grandeurs sinuso•dales  

 
Les grandeurs sinuso•dales (dites aussi harmoniques ou oscillantes) jouent un r™le essentiel en 

physique. En pratique, les variables usuelles dont peuvent dŽpendre ces grandeurs sont le temps t et 
une (ou plusieurs) variable(s) dÕespace x, y, z. Une grandeur sinuso•dale temporelle par exemple est de 
la forme :  

G = g0 cos

!  

(" t +#)  
 
O• g0 est lÕamplitude des oscillations et f le dŽphasage par rapport ˆ une autre grandeur du m•me 

type prise comme origine des phases.  
 
A toute grandeur pŽriodique, on peut associer une valeur moyenne et une valeur quadratique 

moyenne (appelŽe souvent valeur efficace) selon les dŽfinitions :  
 

Gmoy = 

!  

< G >=
1
T

g(t)dt
0

T"     et     G2
eff = 

!  

< G2 >=
1
T

g2(t)dt
0

T"  

 
On notera lÕhomogŽnŽitŽ de Gmoy et Geff vis ˆ vis de G elle-m•me.  
LÕopŽration Ç moyenne È est linŽaire :  
 

< a G1 + b G2 > = a < G1 > + b < G2 > 
 
Attention, ce nÕest pas le cas en gŽnŽral pour la moyenne quadratique !  
 
Or classiquement, <cosÉ> = <sinÉ> = 0 et <cos2É> = <sin2É> = #. On en dŽduit que, pour une 

grandeur G sinuso•dale :  

Gmoy = 0 et Geff = 

!  

g0

2
 

!

m M

X

Y

x
y
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Rq. Attention : il est faux de dŽfinir la valeur efficace dÕun signal pŽriodique comme Žtant sa 

valeur maximale sur 

€ 

2 : ceci nÕest vrai que pour un signal sinuso•dal  
 

6.2. La notation complexe  

 
Pour optimiser les calculs on associe souvent ˆ une variable sinuso•dale une grandeur complexe 

associŽe dont la variable est la partie rŽelle.  
 
 
Ainsi par exemple, ConsidŽrons la tension oscillante U = 

€ 

U0 cos(ωt +ϕ) . A U on associe la 
grandeur U = 

!  

U0e
j(" t +# ) . On Žcrit alors :  

                               

!  

U = U0e
j" t   avec 

!  

U0 = U0e
j"  

 

!  

U0 est lÕamplitude complexe qui contient lÕamplitude rŽelle (son module) et le dŽphasage (son 
argument).  

 
Rq. Tr•s souvent on omet dans lÕŽcriture la barre de soulignement qui distingue la valeur rŽelle et la 

valeur complexeÉ 
 
LÕutilisation du plan complexe permet de visualiser amplitude et 

dŽphasage (on parle alors de rŽprŽsentation de Fresnel).  
 
LÕintŽr•t de lÕutilisation de la notation complexe repose sur 

la linŽaritŽ des Žquations dans lesquelles les grandeurs 
interviennent.  

 
Imaginons une grandeur f(x) solution dÕune Žquation linŽaire du 

type : Eq(f(x)) = g(x) = g0 cos kx.  
 
Passer en complexes, cÕest associer ˆ g sa reprŽsentation complexe 

€ 

g0e
jkx  et chercher une solution 

complexe f(x). La linŽaritŽ de lÕŽquation permet dÕaffirmer que la solution rŽelle f(x) est telle que 
f(x) = Re( f(x) )É  

 
La recherche dÕune solution complexe est particuli•rement simplifiŽe dans les cas dÕŽquations 

diffŽrentielles. En effet, en complexes, une dŽrivation est remplacŽe par une multiplication : quand f(x) 

est la forme 

!  

ej" x , 

!  

df
dx

= j" f , 

!  

d2f
dx2 = "  # 2f  . Dans lÕexemple classique dÕoscillations forcŽes dÕun 

oscillateur amorti, lÕŽquation diffŽrentielle du mouvement est : 
 

€ 

mú ú x + λú x +kx = f0 cosωt  
 
On pose f = f0 

!  

ej" t  et on cherche x  sous la forme  x0

!  

ej" t , o• x0 est complexe . LÕŽquation devient 
alors :  

-m, 2x0 + - jwx0 + kx0 = f0   
 

et on obtient immŽdiatement 

!  

x0 =
f0

k " m# 2 + j$#
 qui contient, par son module, lÕamplitude des 

oscillations et, par son argument, leur dŽphasage par rapport ˆ fÉ  
 
LÕutilisation de la notation complexe contient un pi•ge classique. En effet sÕil est vrai dÕŽcrire :  

!

U
U0
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Re(aZ1 + bZ2) = a Re(Z1) + b Re(Z2) 

 
Il est en revanche tout ˆ fait faux dÕaffirmer :  
 

Re(Z1 Z2) = Re(Z1).Re(Z2) 
 
En dÕautres termes, on ne peut plus utiliser les complexes d•s quÕon sÕintŽresse ˆ des produits de 

fonctions sinuso•dales. Prenons lÕexemple classique de la puissance en ŽlectricitŽ.  
 
A un dip™le de tension ˆ ses bornes 

!  

U = U0 cos" t  et parcouru par 

!  

I = I0 cos(" t +#)  est associŽe la 
puissance Žlectrique instantanŽe :  

P = UI = 

!  

U0I0 cos" t cos(" t +#)  
 
Si on utilise la notation complexe sans discernement, on Žcrit  
 
U = U0 

!  

ej" t , I = I0 

!  

ej(" t +# )   dÕo• P = U0 I0 

!  

ej(2" t +# )   et P = Re(P) = U0 I0 

!  

cos(2" t +#) 
 
Et le rŽsultat est faux !  
 
On peut toutefois contourner cet obstacle sachant quÕen fait on sÕintŽresse plut™t ˆ la puissance 

moyenne quÕˆ la puissance instantanŽe. Pour calculer cette derni•re, on doit linŽariser lÕexpression de 
P ( dÕo• lÕintŽr•t de conna”tre quelques formules trigoÉ) : 

 

P = 

!  

1
2

U0 I0( 

!  

cos(2" t +#) + 

!  

cos"  )   dÕo•         < P > = 

!  

1
2

U0 I0

!  

cos"   rŽsultat classiqueÉ 

 
On peut retrouver ce rŽsultat ˆ partir des notations complexes pour U et I selon la formule :  
 

< P > = Re(

!  

1
2

 U I* ) 

 
o• I* est le complexe conjuguŽ de I. On vŽrifie en effet immŽdiatement que  
 

Re(U I*) = Re(U0 

€ 

e jωt  I0 

!  

e" j(# t +$ )) = U0 I0

!  

cos"  
 
En fait ce rŽsultat est tout ˆ fait gŽnŽralisable : pour deux grandeurs sinuso•dales de m•me 

frŽquence, Žventuellement dŽphasŽes  

< G1G2 > = 

!  

1
2

 Re (G1G2*)  

 
CÕest notamment vrai pour le carrŽ dÕune fonction sinuso•dale G = g0 cos

!  

(" t +#) :  
 

< G2 > = 

!  

1
2

 Re(GG*) = 

!  

g0
2

2
 

 

Rq. Dans ce dernier cas il est m•me inutile de prŽciser Re(), on a directement < G2 > = 

!  

1
2

 GG* 

 
 

7. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES EN PHYSIQU E 
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Lˆ encore nous nÕaurons pas la prŽtention de refaire un cours rigoureux et exhaustif sur la thŽorie et 
la rŽsolution des Žquations diffŽrentielles. Celles que nous rencontrerons le plus souvent sont tr•s peu 
nombreuses, leur rŽsolution est simple et classique : elle doit •tre parfaitement connue.  

Nous les exprimerons Ç ˆ la physicienne È en faisant appara”tre lÕhomogŽnŽitŽ et des grandeurs 
caractŽristiques. Pour fixer les idŽes, nous nous intŽressons ˆ la rŽsolution dÕune Žquation diffŽrentielle 
o• lÕon cherche une fonction f(t) :   

 
 
 
 

7.1. Equation 

!  

f (t) + "
df
dt

= g 

 
Elle fait appara”tre la constante ! , nŽcessairement homog•ne ˆ un temps dont nous donnerons la 

signification, et le second membre g, homog•ne ˆ f, et que nous considŽrerons ici comme une 
constante. 

La solution gŽnŽrale de cette Žquation est : f(t) = g + A 

€ 

e
−

t
τ  o• A est une constante dÕintŽgration.  

 

Dans le cas, classique, o• f(0) = 0 on trouve finalement : f(t) = g( 1 - 

!  

e
"

t
# ).  

g appara”t alors comme la valeur limite de f quand t tend vers lÕinfini, ou, plus concr•tement pour le 
physicien, au bout dÕun temps de lÕordre de grandeur de ! , qui est alors une constante de temps 
caractŽristique du phŽnom•ne.  

 

Rq.1 Dans le cas 

!  

f (t) + "
df
dt

= 0 (par exemple dŽcharge dÕun condensateur prŽalablement chargŽ 

dans une rŽsistance), la solution est f(t)= f(0) 

!  

e
"

t
#, qui montre que f(t) tend vers 0 au bout dÕun temps 

de lÕordre de ! , appelŽ alors temps de relaxation É. 
 

Rq.2 Pour une fonction dÕune variable dÕespace x, lÕŽquation sÕŽcrirait 

!  

f (x) +"
df
dx

= g o• *  est une 

longueur caractŽristique du  phŽnom•ne É 
 

Rq.3 On peut Žgalement rencontrer lÕŽquation 

!  

f (t) " #
df
dt

= g. Celle-ci donne une solution dite 

divergente en 

!  

e
t
" , qui tend vers lÕinfini quand t tend vers lÕinfini, qui pose probl•me pour  le 

physicien ! Ou bien lÕŽquation est bonne mais Ç t ne peut tendre vers lÕinfini È (cÕest le cas par 
exemple dans les montages ˆ A.O. dits instables o• la tension de sortie Vs cro”t exponentiellement 
jusquÕˆ se fixer ˆ la valeur de saturation), ou bienÉ.. il y a tout simplement une erreur de signe dans la 
mise en Žquation ! En tout Žtat de cause on doit se poser des questions quand on rencontre cette 
Žquation !  

 

7.2. Equation 

!  

d2f
dt2 +K f = 0 

 

7.2.1. Cas o• K est rŽel positif  
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On pose K = 

!  

" 0
2, faisant appara”tre ici le rŽel positif 

!  

" 0
2 quÕon appelle pulsation propre : cÕest 

lÕŽquation diffŽrentielle classique des oscillations libres dÕun oscillateur harmonique.  
 
La solution en est : f(t) = A cos, 0t + B sin, 0t o• A et B sont deux constantes dÕintŽgration.  
 
La dŽtermination de ces constantes se fait gr‰ce aux conditions initiales prŽcisant les valeurs de f(0) 

et 

!  

df
dt

(0). Dans le cas frŽquent o• f(0) = f0 et 

!  

df
dt

(0) = 0, on trouve :  

 
f(t) = f0 cos, 0t  oscillations dÕamplitude Žgale ˆ la valeur initiale f0 É.  

 

7.2.2. Cas o• K est rŽel nŽgatif  

 
La solution est alors de la forme : f(t) = A  

!  

e " K t  + B 

!  

e" " K t .  
 
Lˆ encore on dŽtermine A et B par les conditions initiales. Lˆ encore si t Ç peut tendre vers 

lÕinfini È, la constante A est nŽcessairement nulle pour Žviter une solution divergente physiquement 
inacceptableÉ 

 

7.2.3. Cas o• K est complexe 

 
On rŽsout alors dans le corps des complexes en posant K = - (a + jb)2. La solution est :  
 
                                                        f(t) = A 

!  

e(a+ jb)t  + B 

!  

e" (a+ jb)t  
 

7.3. Equation  

!  

d2f
dt2 +

" 0

Q
df
dt

+" 0
2f = g0 cos" t  

 
CÕest lÕŽquation classique dÕun oscillateur amorti entretenu, de pulsation propre 

!  

" 0et da facteur de 
qualitŽ Q ( dÕautant plus grand que lÕamortissement est faible). Elle est abondamment ŽtudiŽe dans le 
cours de sup.  

Rappelons simplement que sa solution gŽnŽrale comprend :  
 

- la solution de lÕŽquation sans second membre 

!  

d2f
dt2 +

" 0

Q
df
dt

+" 0
2f = 0 qui correspond aux 

oscillations libres . Cette solution tend toujours vers 0, au bout dÕun temps de lÕordre de 

!  

" =
Q
# 0

, 

suivant 3 rŽgime possibles ( pseudo-pŽriodique, critique, apŽriodique). 
 
- la solution particuli•re, ou solution forcŽe, quÕon trouve en rŽsolvant en complexes comme on 

lÕa vu prŽcŽdemment : 

!  

" # 2f +
# 0

Q
j# f + # 0

2f = g0e
j# t      =>     f = 

!  

g0e
j" t

" 0
2 # " 2 +

" 0

Q
j"

 

On relira avec profit tout ce qui concerne cette ŽquationÉ 
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7.4. Equations ˆ variables sŽparables    

 
On rencontre enfin des Žquation diffŽrentielles dites ˆ variables sŽparables : le principe de 

rŽsolution consiste alors ˆ Žcrire lÕŽquation sous la forme dÕun membre qui ne dŽpend que de f Žgal ˆ 
un membre qui ne dŽpend que de t et dÕintŽgrer chaque membre par rapport ˆ sa variable.  

Le plus simple est de raisonner sur un exemple concret : prenons celui dÕune goutte dÕeau tombant 
dans lÕatmosph•re sous lÕaction de son poids, et freinŽe par une force en Ð - V2. LÕapplication du PFD 
en projection sur une verticale descendante donne immŽdiatement :  

 

!  

m
dV
dt

= mg" #V 2 

 
Faisons appara”tre des grandeurs caractŽristiques, tout en respectant les homogŽnŽitŽs, en mettant 

lÕŽquation sous la forme : 
 

!  

"VL

dV
dt

= VL
2 # V 2       en posant 

!  

m
"

= #VL  et 

!  

mg
"

= VL
2 

 

On peut alors sŽparer les variables en Žcrivant : 

!  

VLdV
VL

2 " V 2 =
dt
#

. Si on suppose quÕˆ t = 0, V= 0, on 

int•gre en Žcrivant :  

                                                            

!  

VLdV
VL

2 " V 2
0

V

# =
dt
$0

t

#  

 

qui donne 

!  

V = VLth
t
"

# 

$ 
% 

& 

'  
(  : la goutte dÕeau atteint une vitesse limite VL en un temps de lÕordre de !  É.  

Comme on le voit sur cet exemple, on a dŽplacŽ le probl•me de la rŽsolution dÕune Žquation 
diffŽrentielle vers celui  du calcul dÕune intŽgrale. Examinons pour finir cet aspect mathŽmatique des 
probl•mes de physique :  

  
 
 

8. LES INTEGRALES EN PHYSIQUE 

 
 
Une fois lÕintŽgrale posŽe, son calcul nÕest plus du domaine de la physique. CÕest pourquoi on tend 

de plus en plus ˆ donner dans les ŽnoncŽs de probl•me des rŽsultats dÕintŽgrales. Ainsi dans lÕexemple 
prŽcŽdent, il aurait pu •tre ajoutŽ une phrase du type : 

 

Ç On rappelle que 

!  

du
a2 " u2

0

x

# =
1
a

Argth
x
a

$ 

% 
& 

'  

( 
)  È 

 
Cette remarque ne vaut pas Žvidemment pour des primitives Ç triviales È sur lesquelles il est 

inadmissible de se tromper. On doit savoir sans hŽsitation aucune que :  
 

- Une primitive de xn est 

!  

xn+1

n+1
, et donc que :  

 

- Une primitive de 

!  

1
xn  est 

!  

x" n+1

" n+1
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- Une primitive de 

!  

1
x

 est Ln

!  

x  

 
- Une primitive de cosx est sinx, une primitive de sinx, - cosx 

 

On retrouve aussi tr•s souvent des intŽgrales du type : 

!  

sinp" xcosq xdx 

Pour calculer l'intŽgrale , on applique la r•gle de Bioche avant dÕeffectuer le changement de 

variable: 

 

  Si p et q sont impairs, on emploie u = cos2x  

 

  Si p est impair et q pair, on emploie u = cosx  
 
Si p est pair et q impair, on emploie u = sinx 
 

Ex.    

!  

sin2" xcos3 xdx = 

!  

sin2 xcos2 xcosxdx"  = 

!  

sin2 x(1" sin2# x)d(sinx)= 

!  

u2(1" u2# )du 

 
Nous allons surtout nous intŽresser au probl•me physique de la construction de lÕintŽgrale. Celle-ci 

peut rŽsulter de lÕintŽgration dÕune Žquation ˆ variables sŽparables comme on lÕa vu au paragraphe 
prŽcŽdent.  

On peut ici sÕattarder sur un processus tr•s frŽquent en physique et qui conduit souvent ˆ une 
Žquation diffŽrentielle, puis Žventuellement une intŽgrale : cÕest la notion de bilan ŽlŽmentaire É  

Pour des grandeurs variant continžment dans le temps, on sera amenŽ a faire un bilan entre deux 
instants voisins t et t + dt, pour des grandeurs variant dans une direction de lÕespace x, un bilan entre x 
et x + dxÉ  

Pour mieux comprendre ce processus, partons dÕun exemple :  
 
Une masse dÕeau liquide m0 est enfermŽe dans un rŽcipient parfaitement calorifugŽ, en Žquilibre 

avec sa vapeur, ˆ la tempŽrature T0. On pourra toujours nŽgliger la masse dÕeau vapeur devant la masse 
dÕeau liquide. Une pompe aspire lentement et continžment la vapeur dÕeau. Etablir la loi de variation 
de la masse dÕeau liquide restant dans le rŽcipient m en fonction de la tempŽrature T. On supposera 
connues la chaleur massique de lÕeau liquide c t la chaleur latente de vaporisation de lÕeau L(T).  

Cet exercice se rŽsout en 3 temps :  
 
- analyse physique du pŽnom•ne :  
 
PuisquÕon aspire la vapeur dÕeau, sa pression dans le rŽcipient a tendance ˆ diminuer et le syst•me 

eau liquide - eau vapeur est hors dÕŽquilibre. Pour revenir ˆ lÕŽquilibre de lÕeau liquide va donc se 
vaporiser continžment. Cette vaporisation nŽcessite un transfert thermique positif qui ne peut •tre 
trouvŽ quÕˆ lÕintŽrieur du rŽcipient puisque celui-ci est calorifugŽ : il va •tre apportŽ par une 
diminution de lÕŽnergie interne de lÕeau liquide qui va donc voir sa tempŽrature baisser continžmentÉ 

 
-mise en Žquation ˆ lÕaide dÕun bilan ŽlŽmentaire :  
 
Explicitons les transferts thermiques ŽlŽmentaires ayant lieu pendant un temps dt :  
 
- une masse dÕeau *m se vaporise, avec le transfert thermique L(T) *m 
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-lÕeau liquide voit sa tempŽrature varier de dT, avec le transfert thermique mc dT 
 
De lÕanalyse prŽcŽdente rŽsulte : L(T) *m + mc dT = 0  
Derni•re subtilitŽ : il est implicite de penser que *m est positive, mais alors si on appelle dm la 

variation de masse de lÕeau liquide( elle nŽgative) on a : *m = - dm  
DÕo• : 
    -L(T) dm + mc dT = 0  
 
- intŽgration ˆ partir du bilan :  
 

!  

dm
m

=
cdT
L(T)

     =>   

!  

dm
mm0

m

" =
cdT
L(T)T0

T

"  

 
Une autre construction possible dÕintŽgrale correspond au calcul dÕune grandeur ˆ partir de 

composantes ŽlŽmentaires. LÕintŽgrale est alors, au sens propre du terme une somme : champ 
Žlectrique somme de champs ŽlŽmentaires, force rŽsultante somme de forces ŽlŽmentaires, charge 
totale dÕune distribution de charges etc, etc É 

 La encore, pour comprendre le mŽcanisme de construction de lÕintŽgrale, nous raisonnerons sur un 
exemple :  

 
On se propose de calculer la force rŽsultante de pression sur un barrage plan de largeur L, retenant 

de lÕeau (de masse volumique $) sur une hauteur H :  
 

                                     
 
Sur la face droite du barrage sÕexerce la pression de lÕair P0 et sur la face gauche la pression de 

lÕeau. On ne peut Žvidemment Žcrire Ç simplement È F = (P-P0)LH o• P serait la pression de lÕeau ! 
Celle-ci en effet varie continžment, on doit partir dÕune force ŽlŽmentaire composante et Žcrire :  

 

!  

F = (P" P0
S

## )ndS 

 
o• P est une grandeur variable et 

!  

n le vecteur unitaire normal ˆ lÕŽlŽment de surface dS, dirigŽ vers 
la droite. Or, le barrage Žtant plan, pour tout dS, 

!  

n = ex  sort de lÕintŽgrale (le calcul aurait ŽtŽ plus 
dŽlicat avec un barrage courbe o• le vecteur 

!  

n est alors lui-m•me variable !). On peut Žcrire alors :  
 

!  

F = ex (P" P0
S

## )dS 

 
Le probl•me se rŽsume alors au choix du dŽcoupage de la surface en ŽlŽments de surface dS. Il 

rarement indispensable de faire le dŽcoupage Ç le plus petit È. Il suffit en fait de voir de quoi dŽpend la 
grandeur ˆ intŽgrer : ici cÕest la pression P dans lÕeau qui ne dŽpendra que de z puisquÕon trouve 

H

eau air

P0

P0

x

z
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rapidement P = P0 + $gz. Il suffit donc de dŽcouper la surface selon z  en bandes dS = Ldz. DÕo• 
lÕintŽgrale :  

 

!  

F = ex " gz Ldz = " gL
H2

20

H

# ex  

 
Plus gŽnŽralement, quand on int•gre une grandeur sur un domaine, le dŽcoupage de ce domaine est 

commandŽ par la ou les variable(s) dont dŽpend la grandeur. Pour une distribution de charges ˆ 
symŽtrie sphŽrique $(r), on Žcrira alors :  

 

!  

Q = " (r) d#= " (r) 4$r2

D
%

D
%%% dr 


