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ANNEXE M1

CHAMPS NEWTONIENS

1. MOUVEMENTS A FORCE CENTRALE

1.1.  Principales caractéristiques

- Loi de force de la forme F= f(r) e,
- Existence d’une énergie potentielle associée : dE, =- F.dr =-Fdr
1 .
- Conservation de 1'énergie E, =7 m(F2+1r202) +Ep(r)
- Conservation du moment cinétique C =120
- Mouvement plan, loi des aires dS = %Cdt

1.2. Formules de Binet

. 1 . .
En effectuant le changement de variables u = —, et en utilisant la constante des aires, on montre
r

que la vitesse et 1'accélération en coordonnées polaires se mettent sous la forme :

1.3. Energie potentielle efficace

La combinaison des intégrales premieres de I'énergie et du moment cinétique permet d'introduire
la notion d'énergie potentielle efficace :

IO N o Lo
E =7 mi2+ 3 m—+Ep(r)= 7 mi? + Epefi(r)
T

On peut alors discuter graphiquement de la trajectoire dans le champ de forces centrales en
tragant la courbe Epeff(r) et en remarquant qu'on doit avoir E > Epeff(r). On obtient alors un domaine
des valeurs possibles de r. Nous allons maintenant examiner le cas particulier d'un champ
newtonien.
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2. TRAJECTOIRES DANS UN CHAMP NEWTONIEN

2.1. Nature des trajectoires

k

En appliquant la RFD au cas d'une force de la forme F=- >

€,= - kuZ € et en revenant 2 la

-

variable r, on montre que la trajectoire r(0) est de la forme :

P
1+ ecos(0+ ¢)

avec p =

Les trajectoires sont donc des coniques, dont le point O est un foyer.

2.2. Trajectoires et énergie

L'énergie potentielle associ€e au champ de forces newtonien est : Ep =-

= | =

La forme de la fonction Epefr (r) représentée ci-apres montre alors les résultats suivants :

- E=0 la trajectoire aura une branche infinie : parabole ou hyperbole
- E <0 la trajectoire est une ellipse

- E = Epeff min 12 trajectoire est un cercle

EpeffA

Epeffmin |[— — — — — — —
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2.3. Casde la trajectoire circulaire

Si la trajectoire est circulaire, le mouvement est uniforme ( r = r, = cste=> 0 = cste ). On retrouve
alors trés facilement la vitesse associée, en écrivant :

2
k
mV—= — D’ou : V= L
L, I, mr,
1k k
On a également E; = lmV2 = ——= - lEp, ou encore : E=-—
2 21, 2 2r,

On démontre que cette relation est également vraie pour la trajectoire elliptique : il suffit alors de
remplacer le rayon r de l'orbite circulaire par le demi grand axe a de 1'ellipse.

2.4. Cas de la trajectoire parabolique : vitesse de libération

La trajectoire parabolique est asociée a une €nergie totale nulle; il vient alors trés simplement la
relation :

2k
mr

V=

Cette vitesse est la vitesse minimale qu'on devrait communiquer au point matériel initialement
situé a la distance r du centre O, pour que ce point puisse s'éloigner a l'infini : on l'appelle vitese de
libération.

2.5. Cas des trajectoires elliptiques : relations entre paramétres 3eme loi
de Képler

Nous avons vu précédemment que I'énergie totale se met sous la forme :

ou a est le demi-grand axe de l'ellipse. Les caractéristiques intéressantes d'une trajectoire
elliptique sont le périastre rp , plus petite distance d'approche, et l'apoastre ry, plus grande distance

d'approche. En ces points, la vitesse est orthogonale au rayon vecteur, et on peut écrire :

raVa=1pVp=C
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La conservation de 1'énergie fournit deux autres €galités permettant de calculer ces distances :

ry+1p=2a

Enfin, la loi des aires indique qu'entre la période de rotation T et la surface de l'ellipse S = m ab,
on a la relation :

. : b’ ’ 2n°’mC
En utilisant les relations p= —etp = = ——ad

k

,il vient : T2 =

On retrouve la 3¢me Joi de Képler indiquant la proportionnalité entre le carré de la période et le cube
du demi grand axe...
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