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CHAPITRE M4

DYNAMIQUE DU SOLIDE

1. ACTIONS EXERCEES SUR UN SOLIDE

1.1. Forces volumiques : résultante et moment résultant

Un solide S est soumis a des actions que nous modélisons par des forces volumiques. Donnons
quelques exemples simples :

- force volumique de poids : fv = pg- p masse volumique

- force volumique électrique : fv = pl:: p densité volumique de charges.

- force d'inertie volumique centrifuge : fy = pw? T

Nous pouvons calculer la résultante F d'une distribution volumique de force s’exercant sur un

solide par la relation :
s || R

Ce calcul ne permet cependant pas de déterminer le point d'application de cette résultante. Retenons
toutefois que si la distribution est uniforme (comme par exemple pour le poids mais pas la force
d'inertie centrifuge), cette résultante s'applique au centre de masses du solide.

En outre, en un point O quelconque, on définit le moment résultant d'une distribution volumique de

forces par :
Moszﬁm afy du

Un solide peut aussi étre soumis a des forces locales s’appliquant en un point donné du solide.
Citons par exemple :

- force de rappel d'un ressort F=-k(-1lp €,
- tension d'un fil T

Pour une force locale appliquée en A, on a évidemment : 1\7[0: OAA F
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Rq. Cette derniere relation permet de définir un point d'application A de la résultante F dune
distribution volumique de forces fy parl'équivalence des formules :

MoszroﬂA%V dT=(ﬂAffﬁfv dr

Ainsi, a chaque distribution de forces ou force locale sont associés :

- une résultante F
- un moment résultant M, en tout point O de I’espace

Rq. Dans le cas ou F est nulle, le moment devient indépendant du point considéré et on parle de
couple. On peut alors imaginer que parmi les actions subies par un solide interviennent directement des
couples, voire des distributions volumiques de couples. On rencontrera notamment cette description
dans le cas de solides en rotation autour d'un axe.

1.2.  Actions extérieures - Actions intérieures

Parmi toutes les forces volumiques s’exercant sur les éléments dt du volume d’un solide S, certaines
peuvent provenir d’éléments internes a S : nous savons par exemple que deux masses exercent 1’une sur
I’autre des forces gravitationnelles. Les actions associ€es sont dites intérieures, par opposition aux
actions extérieures, exercées sur les éléments d’un solide par des éléments ou des systémes extérieurs
au solide.

Cette notion d’actions intérieures ou extérieures est généralisable a tout systtme matériel bien
délimité : le systeme formé par la Terre et la Lune par exemple subit des actions extérieures au systéme
(celles du soleil entre autres...), et des actions intérieures (interaction gravitationnelle
Terre - Lune).

De méme le systeme formé par deux solides en contact, ou deux solides articulés, constituant un
systeme déformable, est soumis a des actions intérieures : actions de contact entre les solides ou actions
de liaison.

Enfin, les actions associées a une distribution de forces peuvent étre intérieures ou extérieures selon
la définition du systéme considéré : ainsi 1’action de contact exercée par un support sur un solide est
extérieure pour le solide, mais intérieure pour le systeme support + solide...

1.3. Actions de contact

Si un solide repose sur un support selon un contact quasi ponctuel, la réaction du support sera

évidemment modélisée par une force unique R. Si le contact se fait selon une surface o, on pourra
toujours calculer la réaction résultante par :

ﬁ:ffo'fs dO
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Cependant, le plus souvent, nous les limiterons les actions exercées par un solide Sy sur lequel un
solide S est en contact, a une force unique appelée réaction de Sy sur Sy, elle-méme décomposée en :

R N réaction normale toujours dirigée de Sy vers Sy

Rt force de frottement de glissement, présente uniquement dans I'hypothése de
I'existence d'un frottement de glissement

S1

S2

Il existe des 101s macroscopiques empiriques appelées lois du frottement qui précisent les valeurs
relatives de RN et RT

- la force R est de direction opposée a la vitesse de glissement

- le non glissement est assuré tant que la relation | ﬁT | < fp | II{N | est vérifiée, fy étant
appel€ coefficient de frottement de glissement statique

- dans le cas du glissement, on a | Rrl=f1 RN ob fest le coefficient de frottement

dynamique.

Nous confondrons en pratique fy et f, alors que fp est légerement supérieur a f, ces coefficients étant
généralement compris entre 0,1 et 0,6.

Il importe de remarquer que l'existence d'une force de frottement n'implique pas
nécessairement qu'il y ait glissement : cette force tente de s'opposer au contraire a celui-ci.

En pratique, dans 1'étude du mouvement d'un solide avec frottement de glissement, nous pourrons
adopter la démarche suivante :

- Supposer 1'absence de glissement, résoudre le probléme et justifier I'hypothese : le non glissement
introduira une équation cinématique et on devra vérifier | Rl <fl Ry

- Reprendre le probleme quand cette condition ne sera plus vérifiée : 1'équation cinématique sera
remplacée par la loi du frottement | Rrl=fIRyN! (lesens de R étant donné d'apres le sens supposé
du glissement) et on vérifiera que la vitesse de glissement obtenue est bien conforme a I'hypothése.
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Rq. Le fait que le contact ne soit pas parfaitement ponctuel se traduit par l'existence de moments en
I de frottement de pivotement et de roulement qui s'opposent a ces mouvements et obéissent a des lois
du frottement analogues. Nous ne considérerons pas ce type de frottements dans la suite du cours.

Nous rencontrerons également le cas de solides articulés entre eux, en rotation 1'un par rapport a
l'autre, ou le cas de solides en rotation autour d'un axe fixe et li€s a cet axe. Sans entrer dans des détails
technologiques, retenons que ces actions de liaison sont représentables par une force résultante et un
moment résultant. Nous appellerons liaison parfaite une liaison ne dissipant pas d'énergie : la
projection sur l'axe de rotation du moment des actions de liaison sera donc nulle dans le cas d'une
liaison parfaite.

2. LOIS DE LA DYNAMIQUE DES SYSTEMES MATERIELS

Nous appelons ici systeme matériel tout systéme mécanique : il peut s’agir d’un solide unique, d’un
systeme de deux solides en contact ponctuel ou de tout autre systeme plus complexe...

2.1. Loi de la résultante dynamique

La résultante dynamique associée au mouvement du systéme S dans R est définie par :

D(S/R) =ﬂ:ft a(M/R) dm

Dans le cas d’un solide, son expression est simplifiée par 1’utilisation du centre de masses G
puisqu’alors :
D(S/R) =m a(G,S/R)

La loi de la résultante dynamique postule alors I’égalité de la résultante dynamique et de la
résultante des actions extérieures s’exercant sur le syst¢me. Dans le cas du solide, on a donc :

m a(G, S/R) =R fext

Cette loi contient évidemment toute la dynamique du point matériel. Comme nous l'avons déja
remarqué, elle est insuffisante a la résolution d'un probléme de dynamique pour un solide qui possede
trois degrés de liberté de plus que le point matériel.

Cette loi ne nous donne en effet accés qu’au mouvement du centre de masses du solide. Elle
doit étre complétée par une deuxiéme loi, en général indispensable a la résolution d’un probléme
de dynamique du solide.

2.2. Loi du moment dynamique

Le moment dynamique en un point A, associé au mouvement d’un systéme dans R est défini par :
y y

3, (S/R) =ﬂ:ft AM A &(M/R) dm
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La loi du moment dynamique postule 1I’égalité du moment dynamique et du moment des actions
extérieures s’exercant sur le systéme, en tout point A de I’espace

8,(S/R) = M, ..

Nous n’utiliserons la loi du moment dynamique que sous une forme simplifi€e, en utilisant un lien
entre le moment dynamique et le moment cinétique :

2.2.1. Moment dynamigue et moment cinétique

Le moment dynamique peut Etre rattaché au moment cinétique correspondant. Nous affirmerons
sans démonstration le résultat suivant :

dG, (S/R))
dt ),

En un point géométrique fixe A du référentiel d’étude ) +(S/R) = (

Par construction méme du référentiel barycentrique dont G est I’origine, on peut aussi affirmer :

S(;(S/RG) =(M)

dt

2.2.2. Théorémes du moment cinétique

Dans les deux cas précédemment cités la loi du moment dynamique devient un théoréme du
moment cinétique :

(daA(S/R)) i
dt < A fext

La deuxieme forme prenant le nom de théoréme du moment cinétique barycentrique :

" & .
rd™ (S/R,) =M.
dt  p

Remarque importante :

Nous avons vu que le référentiel barycentrique n’est pas a priori galiléen, et donc peuvent exister dans
R deux distributions de forces d'inertie :
dF,= -dm &, =-dm a(G,S/R) et dF,_ = - dm &, =- 2dm Q(S/R) A V((M,S/Ry).

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que les moments résultants en G de ces deux
distributions de forces sont nuls :

Les forces d’inertie n’interviennent pas dans le théoreme du moment cinétique barycentrique.
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2.3. Théoréme des actions réciproques

Nous avions laissé de coté le probleme des actions intérieures a un systéme. Nous allons démontrer
qu'en fait elles n'interviennent pas dans l'écriture des relations précédentes. Pour ce faire, nous
appliquons successivement les relations fondamentales de la dynamique dans un méme référentiel a un
systeme S1, a un systeme Sy et a I'ensemble St + Sy :

pour Sy : D(S/R) = Rifext1 + RS2 > 51

en distinguant dans les forces extérieures a S celles qui viennent de Sp et celles qui viennent
d'ailleurs.

De méme, pour S» : IID(SZ/R) = Rfex2 + Rfsi>s2

Enfin, pour S1 +S2 : D(S;+ Sy/R) = Riextl + Rfext2

Or, par extensivité de la résultante dynamique, b(S +S,/R) = 13(S /R) + ﬁ(Sz/R)
Par comparaison, il apparait alors que ﬁf §2->S1 = ﬁf S1->S2

On peut évidemment faire le méme raisonnement sur les moments en un point et on conclut :

Les actions exercées par un systéme S sur un systéme S» sont opposées aux actions
exercées par S sur Si.

Ce résultat trés important est appelé théoréme de l'action et de la réaction, ou théoréme des
actions réciproques.

Il est ici une conséquence des relations fondamentales de la dynamique des systemes matériels.
Nous trouvons une application importante du théoréme des actions réciproques avec le cas des actions

de contact : deux solides en contact quasi-ponctuel exercent ’'un sur I’autre des actions de contact
réciproques :

RN

- RT RT

_RNV
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2.4. Théoréme de I’énergie cinétique

2.4.1. Cas d’un solide unique

Reprenant la modélisation d'une distribution de forces volumiques s’exercant sur un solide de
volume T, on peut appliquer la relation fondamentale de la dynamique a I’élément de masse dm, sous la
forme :

= deT

R

dV(M,S/R)
dt

dm

Considérant alors 1'énergie cinétique totale du solide, il vient, par dérivation :

(dEC(S/R)) _ ff s V(M.S/R) dVM.S/R))
a /i dt .
(%) = f f s VIM,SR).fy dr

dans le cas, fréquent, ou les forces appliquées au solide sont localisées en des points précis du solide,
cette expression devient :

dt i P

(M) DFV =P

2.4.2. Cas d’un systéme de solides

L’expression précédente est applicable a un systeme de solides, mais :

Il faut cependant bien remarquer que les forces qui interviennent ici, selon la relation
fondamentale de la dynamique, sont les forces extérieures a 1'élément dm et qui comprennent
donc, a priori, des forces extérieures et des forces intérieures au syteme.

Il est donc impératif de ne pas oublier la puissance des forces intérieures au systeme de solides qui,
contrairement a I’ensemble des actions intérieures, n’est pas systématiquement nulle ! Un cas particulier
de puissance intérieure non nulle est étudié dans un paragraphe suivant. Nous retiendrons :

(dEC(S/R)

= Pext + Pj
dt )R ext int

2.4.3. Energie potentielle - Energie mécanique

Rappelons enfin que certaines forces dérivent d'une €nergie potentielle Ep. Revenant au théoréme de
I'énergie cinétique, pour un solide ou un systéme de solides, nous pouvons séparer la puissance de
toutes les forces agissantes (intérieures et extérieures) en puissance associée aux forces dérivant d'une
énergie potentielle et puissance P' associ€e aux autres forces, il vient :
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(dEm
dt

) = Puissance des forces ne dérivant pas d’une énergie potentielle
R

en posant Ey, = Ec+ Ep, , énergie mécanique du systeme.

Dans le cas particulier trés intéressant ou P' est nulle, ce qui suppose que les forces ne dérivant pas
d'une énergie potentielle ne travaillent pas, le systeme, d'énergie mécanique constante, est dit
conservatif.

L'expression E;;, = cste ( ou la constante est déterminée par les
conditions initiales ) est dite intégrale premiere de 1'énergie.

2.4.4. Puissance des actions intérieures : cas des actions de contact

Bien que la somme des actions intérieures a un systeme soit nulle, la puissance de ces forces
pouvant étre non nulle ne doit pas étre oubliée, nous I’avons dit, dans le bilan énergétique.

Pour mieux comprendre cette précision trés importante, nous allons prendre un exemple simple.

Considérons le systeme formé par deux disques Dj et Dy coaxiaux, isolés de l'extérieur, reliés par un
embrayage a friction, et en rotation autour de cet axe, noté A. Nous supposerons en outre nulle la
projection du moment des actions de liaison des deux disques avec 1'axe de rotation et appellerons J; et
J» les moments d'inertie des deux disques par rapport a cet axe.

Supposons alors le disque D; lancé avec
la vitesse angulaire initiale €.

La relation du moment cinétique en un
point de l'axe pour le systeme des deux
disques, projetée sur cet axe, donne :

$d" (S, +S,/R)!

% @ L0

avec I'hypothese faite sur les liaisons et
sachant que les poids des disques passent par |
I'axe et que les actions de liaison au niveau |
de I'embrayage sont des actions intérieures.
La projection du moment cinétique total des
disques sur l'axe doit rester constante, si bien
que la vitesse angulaire finale de ceux-ci,
apres un régime transitoire, est  telle que :

=01+ Ih)w

Le systetme voit donc varier son énergie
cinétique E de :
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1 1 JIJZQZ
AEc =7 (J1+1)0?-11Q92)=-7 TT5 1,

On voit sur cet exemple que la puissance des forces intérieures joue un role dans la variation de
I'énergie cinétique d'un systeme, et ici il s'agit d'une puissance dissipatrice d'énergie au niveau de
I'embrayage.

Les forces intérieures sont le plus souvent dissipatrices d'énergie mais ce n'est pas toujours le cas.
Citons l'exemple classique de 1'équilibriste marchant sur un ballon qui roule sans glisser sur le sol
horizontal : les poids et la réaction du sol sur le ballon (a cause du roulement sans glissement) ont une
puissance nulle et pourtant, partant du repos, 1'€quilibriste fait avancer le ballon ! C'est qu'ici la
puissance des actions de contact entre 1'équilibriste et le ballon (qui est bien une puissance intérieure)
est motrice.

Dans le cas de deux solides en contact quasi ponctuel, on peut s'intéresser a la puissance des actions
de contact en I qui s’écrit :

P=V(S|/R).Rcs2 51 + V (LS2/R).Rcs) > 52
P=[V(LSI/R - VL,Sy/R)].R¢s2 > 51
P= Vgl- Res2>S1 = Vgl RT<0

La puissance des actions de contact, puissance intérieure au systeme S + Sz, est donc non nulle
quand il y a frottement et glissement et elle est alors négative.

3. EXEMPLES D’APPLICATION

3.1. Résolution d’un probléme de dynamique du solide

Pour résoudre un probléme de dynamique du solide, on doit adopter une démarche systématique :

- Paramétrage du probléme (variables de position, axes de projection, examen des symétries)

- Choix du référentiel d'étude

- Choix du systeme d'étude

- Ecriture des lois ne nécessitant aucune hypothése sur le type de mouvement

- Hypotheses particulieres si nécessaire -> équations supplémentaires

- Résolution et éventuellement intégration en tenant compte des conditions initiales pour
la détermination des constantes.

- Validation des hypotheses

Nous allons illustrer ces principes sur deux exemples simples :
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3.2. Roulement et glissement d’un cylindre sur un plan incliné

contact avec frottement de glissement f

Le choix du paramétrage fait apparaitre une variable de translation x, déplacement du point C, et une
variable de rotation 0, associée au roulement du cylindre autour de l'axe y.

On notera la corrélation entre 0 et I'axe y, de sorte qu'on peut écrire Q(S/R) = 0 €,, et la corrélation

entre X ¢ et 0 , de sorte qu'ils soient de méme signe dans le cas d'un roulement sans glissement...

Si la seule force agissante est le poids, et qu'on part de conditions initiales dans lesquelles le cylindre
est immobile, seul un mouvement vers le bas est possible. Un éventuel glissement se fait donc vers le

bas, et la force Rt est donc nécessairement dirigée vers le haut. Dans ce probléme, nous connaissons
donc a priori le sens de cette force et nous pouvons raisonner en modules en écrivant :

Rt =- Rreé, oi Ry est le module positif de R

Nous raisonnons de fagon ici évidente sur le systeme cylindre, dans le référentiel du laboratoire
supposé galiléen. On peut alors écrire :

m a(C/R) = Ry => /X : mX. =mgsina - Rt
/z : 0=-mgcosa+RN
3 - - 1 .
(%) = Mg = CIAR, => /y 7 maz6 =aRr
R

Cette derniere équation montre qu’un glissement sans roulement est impossible dés qu’existe la
force de frottement de glissement, autrement dit que c’est ce frottement qui fait tourner la roue ...

I1 faut bien comprendre que ces €quations de mouvement comprennent le probleme particulier de la
recherche d'une position d'équilibre : il suffit de reprendre les équations en annulant X, et § . La
derniere équation montre alors aussi qu'un tel équilibre est ici impossible.

Ceci peut sembler paradoxal par rapport a I'expérience, mais on a supposé€ le contact quasi ponctuel
et négligé tout frottement de roulement, ce qui est faux dans la réalité...
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A ce stade du raisonnement, on dispose donc de 3 équations pour 4 inconnues : X¢, 0, R et Ry . 11
est illusoire d'espérer résoudre le probléme sans hypothéses supplémentaires...

On peut alors :
- Supposer un roulement sans glissement : on dispose de 1'équation supplémentaire
V(I,S/R)=0=V(CSR)+ QS/R) A Cl => %.=ab
On résout alors le probleme, ce qui permet de calculer Rt et Ry, et de vérifier RT < f Ry
- Supposer un roulement avec glissement : on dispose de 1'équation supplémentaire

RT=fRNn

On résout le probleme, ce qui permet de calculer \I7(I,S/R) et de vérifier qu'elle est bien vers le
bas...

L'hypothéese (1) donne : Xe=ab = % gsina

1
D'ou RN = mgcosa. et Rr=73 mg sina. La condition de validation est :

tan o < 3f
L'hypothéese (2) donne :
X ¢ = g(sina - f cosa ) af = 2fgcosa
D'ou V(I,S/R) = (X¢- al ) €,= gt(sina - 3f cosa ) ek . la condition de validation est :
sinat - 3fcosa>0 => tana >3f
On peut également se demander si 1'utilisation du théoreme de 1'énergie cinétique permet de résoudre

facilement le probleme. C'est tout a fait le cas, dans I'hypothése d'un roulement sans glissement. Dans
ce cas en effet, la force de contact ne travaille pas et I’énergie mécanique du systeéme est conservée :

I étant alors centre instantané de rotation, E.(S/R) = %(% ma®) 62

En outre E, = - mgx, sina. = - mga0 sino. D'ou :
1
2

- . ) . . . s~ . 3 2 . .
Cette équation n’est autre que la forme intégrée de 1’équation Ema ' = mga sina obtenue par

(%maz) 62 - mgab sina = cste

application du théoréme du moment cinétique , d’ou I’intérét de la méthode énergétique dans ce cas.
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3.3. Oscillations amorties par frottement solide

On s'intéresse au systeme formé par un solide pouvant glisser avec frottement sur un plan horizontal
fixe, et relié a un ressort de raideur k.

Le systeme €tudié sera le solide S et son mouvement dans R du laboratoire supposé galiléen. Ce
mouvement ne peut €tre qu'un glissement, translation selon l'axe x. On peut choisir x = 0 quand le
ressort est a sa longueur a vide lo.

confact avec frottement de glissement

ARN
b I |

RT

Y g

La force de frottement Rt peut étre positive ou négative suivant le sens du glissement, nous
pouvons la prendre algébrique, ou encore écrire :

Rr=eRT & avec e=+1si ¥<0 et eg=-1si x>0 et Ry =fRy
Une seule équation vectorielle suffit a la résolution : ma = Ry + Rr+ MQ - kxe,

Soit: /x MX =¢Rr -kx ly 0=RN-Mg  => X +woXx =¢fg

avec wo? =3[ - La résolution compléte du probléme suppose la connaissance de conditions initiales

provoquant ce mouvement : par exempleat=0,xp=a >0 etxg =0.

On peut déja remarquer qu'il existe une valeur minimale de a pour qu'il y ait mouvement. En effet,
I'équation de mouvement a t =0 s'écrit :
Mx =fMg - ka

le glissement ne pouvant se produire que vers la gauche ( le ressort rappelant la masse M ) . On doit

donc avoir, a cet instant X< 0, ce qui suppose a > ag = _gk . Plus généralement, si a un instant

quelconque du mouvement, la vitesse s'annule a une abscisse X telle que | xg | < ag, la masse M s'arréte.
On obtient 1a une condition d'arrét du mouvement : retenons que la position d'équilibre du solide n'est
pas ici définie de fagon unique. Graphiquement, si on cherche a tracer la courbe x(t), I'arrét du systeme
est obtenue quand on a un extremum de x(t) dans la "bande d'arrét" [- ag, + ag] .

Reprenons 1'étude du mouvement a partir de t = 0. x(t) obéit a I'équation différentielle :

X +w2x =fg
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f,
soit x:_gz‘wo + A cos ot + B sinmt = ag+ A cos wt + B sinwt

Les conditions intiales imposent : a=ap+ A 0=Bw. D'ou
X = ap+ (a-ag) cos wt

Cette phase du mouvement ne dure en fait que tant que x < 0. Or ¥ s'annule, pour changer de signe,

T
a la date t; = gy . L'abscisse vaut alors x; = 2ag - a. Si xj n'appartient pas a la bande d'arrét, la masse

repart vers la droite, avec une force de frottement dirigée donc vers la gauche. La nouvelle équation
différentielle est :
X +wo2x =-fg

f
Dot x=- _g_z(no + A' cos wt' + B' sinot' = - ag+ A' cos wt '+ B' sinwt'
enprenantt' =t-t;. At'=0, onax =0 et x =x;. Dans cette seconde phase, le mouvement est régi
par :
X = -ag+ (X1 +ag) coswt' = - ag+ (3ag - a) cos wt '

T
A nouveau cette phase prend fin a t'} = 5 . L'abscisse vaut alors xp = a - 4ag. On retombe alors sur

un mouvement du méme type que dans la premiere phase.

On vérifiera qu'on aboutit alors a une abscisse x3 = 6ag - a, puis si la masse M repart, a une abscisse
X4 = a - 8ag etc....

Dans le cas d'oscillations avec frottement solide, le graphe x(t) est constitué d'arches de

T
sinusoides, toutes de durée gy, se raccordant en leurs extrema. Ces extrema sont alignés sur des

2apw
droites de pente + —; . Le mouvement prend fin, on 1'a vu, dés que 1'un de ces extrema est situé
dans la bande d'arrét. On comparera avec profit ce type de mouvement avec celui du méme
oscillateur qui serait amorti par frottement fluide : dans ce cas la fonction x(t), définie pour t
quelconque est la méme (et non plus définie par morceaux). Dans le cas d'une solution oscillante, la
courbe est enveloppée par deux exponentielles, et la position d'équilibre est toujours
x=0...

3.4. Solide en rotation autour d’un axe fixe

Nous considérons dans ce paragraphe un type tres particulier de mouvement d'un solide : le
mouvement autour d'un axe fixe, que nous ferons coincider, pour la facilité des calculs avec l'axe z du
référentiel d'étude.

Tous les points de 1'axe sont liés au solide et on peut écrire le théoreme du moment cinétique en un
point quelconque de cet axe, l'origine O par exemple.

-36 -



Cours PC Brizeux Ch. M4 Dynamique du solide 37

En fait la projection de ce théoréme sur l'axe de rotation suffit a elle seule a résoudre le probleme du
mouvement : le solide posséde en effet un seul degré de liberté, matérialisé par la variable
angulaire 0 de rotation autour de Oz

On a alors A=z A
Jz ¥ = Mg,
Mg, fait intervenir les actions extérieures telles ~
. . . o~
que le poids et d'éventuels couples appliqués ou _
couples de frottement fluide. On sait, en - 6

revanche, que si la liaison est parfaite, la
projection sur l'axe de rotation du moment des
actions de liaison sera nulle : on n'a donc dans
My, que des grandeurs connues ou faisant 0
intervenir la variable 0. L'équation ci-dessus nous / —>
fournit donc une équation différentielle régissant

cette variable.

Plus concrétement , on peut distinguer 2 grands types de mouvements possibles :

- les mouvement pendulaires ou l'angle 0, tout au moins pour des petits mouvements, varie
souvent sinusoidalement : pendule pesant, pendule de torsion.

- les mouvements de rotation a vitesse angulaire constante en régime permanent, qu'on retrouve
dans la plupart des machines tournantes.

- Cas des mouvements pendulaires

On s'intéresse ici prioritairement a la loi 0(t). Citons le cas du pendule pesant ou le moment agissant
est celui du poids, la rotation s'effectuant autour d'un axe horizontal . On a, en 1'absence de frottements
fluide ou solide :

16 = - mga sinf = - mga 0

pour de petits angles. on obtient alors des mouvements sinusoidaux, de période T indépendante de

I'amplitude et telle que :
R

Rql. Une intégration moins "brutale" de I'équation différentielle permet de montrer, pour des
angles restant faibles, la dépendance de T vis a vis de I'amplitude 8y du mouvement sous la forme :
g P P

002
T=To(1+7g )

Rq2. On retrouve aisément le pendule simple en faisant J = maZ...

Dans le cas du pendule de torsion, le solide tourne autour d'un axe vertical et est suspendu a un fil de
torsion le soumettant a un couple de rappel I'=- CO ¢,.
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Ce systeme est en fait a un mouvement de rotation ce qu'est un ressort & un mouvement de
translation (il existe d'ailleurs des ressorts spiraux agissant comme des fils de torsion).

J
On trouve alors tres simplement : Ty = 231:\/%

Z_

<t

—
C

pendule de torsic

pendule pesant

- Cas des machines tournantes

On retrouve ce type de systemes en €lectromagnétisme avec les moteurs synchrones, asynchrones et
la MCC (machines a courant continu). L’équation de mouvement de ce systemes est alors :

dw
J E: F((D)moteur + F((D) résistant

Le plus souvent, aprés un régime transitoire, le systtme tourne a vitesse constante ,, elle-méme
déterminée par la relation :

0 =T'(wy) + I'(w,)

moteur résistant

Nous reviendrons plus longuement sur ces systemes dans le cours d’électromagnétisme...
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