
PCM. Roger Devoir Maison n�8 pour le mardi 11/01/2011 au plus tard
Problème 1 Série entière Partie IOn 
onsidère la série entière +1Xn=1n�s zn de la variable 
omplexe z, où s est un nombre réel donné.I.1 Déterminer le rayon de 
onvergen
e de 
ette série entière.I.2 Dans 
ette question, z = ei� désigne un nombre 
omplexe de module 1.I.2.1 Etudiez la 
onvergen
e de +1Xn=1n�szn dans le 
as où s > 1 ainsi que dans le 
as où s � 0.I.2.2 Dans le 
as où 0 < s � 1, étudier la 
onvergen
e de +1Xn=1n�szn pour z = 1.I.2.3 Toujours dans le 
as où 0 < s � 1, on suppose que z 6= 1. On pose S0 = 0 et pour tout nombre entier n 2 N� ,Sn = nXk=1 zk.Montrer que jSnj �M(�) pour tout n 2 N, ave
 M(�) = 1����sin �2 ���� .En é
rivant zk sous la forme Sk � Sk�1 pour tout nombre entier k 2 N, montrer que :8n 2 N� ; nXk=1 k�s zk = n�1Xk=1 Sk �k�s � (k + 1)�s� + Sn n�s:Montrer que la série +1Xn=1Sn �n�s � (n + 1)�s� est 
onvergente et en déduire que la série +1Xn=1n�s zn est 
onvergente.Nous noterons dorénavant '(z; s) la somme +1Xn=1n�s zn pour tout 
ouple (z; s) 2 C � R pour lequel 
ette série est 
onvergente.I.3 On note I l'intervalle ouvert ℄ � 1; 1 [ de R.I.3.1 Montrer que pour tout (x; s) 2 I � R on a '(x; s+ 1) = Z x0 '(t; s)t dt.I.3.2 Cal
uler '(x; 0) et '(x; 1) pour tout x 2 I .I.4 On suppose dans 
ete question que s > 1.I.4.1 Soit fn la fon
tion dé�nie sur [ 0;+1 [ pour tout n 2 N� par fn(t) = e�nt ts�1. Montrer que fn est intégrable sur[ 0;+1 [ et exprimer Z +10 fn(t) dt à l'aide de n, s et l'intégrale �(s) = Z +10 e�tts�1 dt = Z +10 f1(t) dt.I.4.2 Soit z un nombre 
omplexe de module inférieur ou égal à 1. Montrer que la série +1Xn=1 znfn(t) de fon
tions de la variableréelle t est intégrable terme à terme sur ℄ 0;+1 [.En déduire que pour tout s > 1 et pour tout z 2 C tel que jzj � 1, on a'(z; s) = z�(s) Z +10 ts�1et � z dt: (1)
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Partie IIPour tout nombre réel s > 1, on pose �(s) = '(1; s) = +1Xn=1n�s.II.1 Montrer que � est une fon
tion indé�niment dérivable de la variable s sur ℄ 1;+1 [.II.2 Montrer que � est stri
tement dé
roissante sur ℄ 1;+1 [.II.3 Montrer que pour tout s 2℄ 1;+1 [, on a :0 � �(s) � 1 � Z +11 t�s dt � �(s):En déduire la limite de �(s) lorsque s tend vers +1. Déterminer un équivalent de �(s) lorsque s tend vers 1 par valeurssupérieures à 1.
Exer
i
e 1 Etude de courbeOn se propose d'étudier la 
ourbe paramétrée � : t 7�!M(t) dé�nie par :x(t) = t2 + 9t2 + 1 et y(t) = t(t2 + 9)t2 + 11. Etude des variations des fon
tions x et y(a) Comparer x(�t) et x(t), y(t) et y(t). Qu'en déduit-on géométriquement pour la 
ourbe G ?(b) Etudier les limites de x(t) et y(t) quand t tend vers +1 Qu'en déduit-on pour les bran
hes in�nies de la 
ourbe � ?(
) Après avoir justi�er la dérivabilité sur R, 
al
uler x0 et y0 et étudier le signe de 
es fon
tions. En déduire les 
oordonnéesdes points U et V où la tangente est horizontale. On notera U et V 
es deux points en supposant que U est 
eluid'ordonnée positive. En déduire les 
oordonnées du point I où la tangente est verti
ale.(d) Dresser un tableau de variation 
ommun aux fon
tions x et y pour t � 0.2. Constru
tion de la 
ourbe(a) Représenter les points I , U , V , leurs tangentes et la bran
he in�nie de � sur la �gure.(b) Tra
er ave
 soin la 
ourbe représentative de � sur la �gure.
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