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Les calculatrices sont interdites. Durée 2h.

Exercice 1
Soit g : t 7! cos t� 1

t2
:

1. Quel est l'ensemble D de dé�nition de g ?
2. Donner un équivalent de g en 0 et en déduire une éventuelle limite.
3. La fonction g est-elle intégrable sur ]0; 1] ?

Exercice 2
Soient (�; �) 2 (R+� )2, et

' : t 7! 1q
(t2 + �)(t2 + �)

:

Justi�er que l'intégrale impropre
Z +1

0
'(t)dt est convergente.

N.B. : on demande de détailler tous les raisonnements et de mentionner avec précision d’éventuels résultats de cours utilisés.

Exercice 3
Soit a un réel positif ou nul. On considère les suites réelles (an)n2N et (bn)n2N dé�nies par

a0 = a; b0 = 1; an+1 =
an + bn

2
; bn+1 =

q
anbn

1. Montrer que pour tout entier n � 0 on a
a. an � 0 et bn � 0,
b. an+1 � bn+1 =

1
2

�p
an �

q
bn
�2

.
2. En déduire que, pour tout entier n � 1, on a

0 � bn � bn+1 � an+1 � an
3. Montrer que, pour tout entier n � 1, on a�p

an �
q
bn
�2 � an � bn

puis que, pour tout n � 1, on a

jan � bnj � 1
2n
j1� aj

4. En déduire que les suites (an)n2N et (bn)n2N sont convergentes et de même limite.

�! T:S:V:P:



Problème 1
Notations : n désigne un entier naturel, on note Rn[X] le R-espace vectoriel des polynômes à

coe�cients dans R, de degré inférieur ou égal à n.
On dé�nit sur Rn[X] l'application

f : Rn[X]! Rn[X]; P 7! X (P (X)� P (X � 1))

1. (a) Calculer f(1), f(X), f(X2).
(b) Si P = anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a0, avec an 6= 0, quel est le terme de plus haut degré

du polynôme P (X � 1) ?
(c) Soit P 2 Rn[X] véri�ant P (X) = P (X � 1). On pose Q = P �P (0). Montrer que Q est

un polynôme constant que l'on précisera.
2. Montrer que f est un endomorphisme de Rn[X].
3. Déterminer le noyau de f , en déduire la dimension de l'image de f .
4. Dans cette question uniquement, on suppose que n = 2.

(a) Quelle est la base canonique de R2[X] ? Ecrire la matrice de l'endomorphisme f dans
cette base canonique.

(b) f est-elle inversible ?
5. Pour tout entier naturel k, on dé�nit les polynômes Pk par :
P0 = 1, P1 = X, et 8k � 2; Pk = X(1�X)(2�X) : : : (k � 1�X):

(a) Montrer que la famille F = (P0; P1; : : : ; Pn) est une base de Rn[X].
(b) Pour tout entier naturel k, montrer qu'il existe un nombre réel ck tel que f(Pk) = ckPk.

6. En déduire la matrice M de f dans la base F .
7. Déterminer tous les polynômes véri�ant f(P ) = P .
8. On suppose dans toute la suite que n � 3.

(a) Le polynôme R = 4X � 2X2 +X3 admet-il un antécédent par f ? Si oui, est-il unique ?
(b) Même question pour le polynôme S = 1 +X +X2.

9. Montrer qu'il existe une application linéaire � véri�ant :
8k 2 [[0; n� 1]]; �(Pk) = Pk+1, et �(Pn) = P0.
Est-elle unique ?

10. On pose D0 = VectR(1) � Rn[X] et pour tout k 2 [[1; n]]; Dk = VectR(Pk).
Pour tout ` 2 N et tout k 2 [[0; n]], déterminer �`(Dk).

11. Que dire de �n+1 ?
12. Déterminer un polynôme T annulateur de �.

(pour les 3/2 : un polynôme T 2 R[X] n f0g tel que T (�) = 0L(Rn[X]))
13. En déduire la dimension du sous-espace vectoriel VectRf(�i)i2Ng inclus dans L(Rn[X]).
14. Quelle est la dimension de L(Rn[X]) ?


