
Ch. 1
Intégrales impropres convergentes. Fonctions intégrables.

Fiche

Proposition 1 intégrales de RiemannZ +1

1

1
t�

dt converge () � > 1
Z 1

0

1
t�

dt converge () � : : : 1.

Proposition 2 intégrales de Bertrand [HP]Z +1

2

1
t� ln� t

dt converge () � > 1 ou (� = 1 et � > 1) .

Proposition 3 (CS d’intégrabilité sur [0;+1[) : Supposons

i) f : R+ ! R est continue (ou continue par morceaux) sur ]0;+1[ ;

ii) f(x) =
x!+1 O(

1
x�

), avec � > 1 ;

iii) f(x) =
x!0

O(
1
x�

), avec � < 1 ;

Alors f est intégrable sur R+.

(l’intégrale

Z +1

0
jf(x)j dx converge, ainsi que

Z +1

0
f(x) dx)

Proposition 4 (CS d’intégrabilité sur [0;+1[) : Supposons

i) f : R+ ! R est continue (ou continue par morceaux) sur ]0;+1[ ;

ii) 9 lim
x!0+

f(x) = `, avec ` 2 R (limite finie).

iii) f(x) =
x!+1 O(

1
x�

), avec � > 1 ;

Alors f est intégrable sur R+.

Cadre : a; b 2 R, a < b, c 2 R [ f+1g, a < c.

Proposition 5

Z c

a
f(t) dt absolument convergente ()

Z c

a
jf(t)jdt : : : )

Z c

a
: : : dt convergente

Proposition 6 f intégrable sur [a; c[ ()
Z c

a
f(t) dt : : : : : : ()

Z c

a
jf(t)jdt : : : .

Définition 1 On dit que f : [a; b] ! R est continue par morceaux sur le segment I = [a; b] s’il existe un entier m et une

subdivision x0 = a < x1 < : : : xm = b de I, tels que, en notant pour tout i 2 [[0;m� 1]] Ii =]xi; xi+1[ on ait : 8i 2 [[0;m� 1]]fjIi
admet un prolongement par continuité sur [xi; xi+1].
( i.e. 8i 2 [[0;m� 1]]; fjIi : Ii ! F est continue sur Ii ; 8i 2 [[0;m� 1]]; 9 lim

x!x+
i

f(x) ; 8i 2 [[1;m]]; 9 lim
x!x�i

f(x)).

Notation 1 On note CM([a; b];R) l’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a; b] à valeurs dans R.

Définition 2 On dit que f :]a; c[! R est continue par morceaux sur l’intevalle J =]a; c[ si f est continue par morceaux sur tout segment inclus

dans J .

Proposition 7 f continue sur [a; c[ : : : f continue par morceaux sur [a; c[

Exemple 1 la fonction x 7! E(x) est : : : par : : : sur R mais n’est pas : : : sur R.
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