
Ch. 20
Intégrales multiples, aires, volumes

Fiche

Définition 1

ZZ[a;b℄�[
;d℄ f(x; y) dx dy = Z ba  Z d
 f(x; y)dy!dx
Définition 2 Pour A = f(x; y); a � x � b;  (x) � y � '(x)g, ZZA f(x; y) dx dy = Z ba  Z '(x) (x) f(x; y)dy! dx
Théorème 1 (Fubini) :

Pour A = f(x; y); a � x � b;  (x) � y � '(x)g = f(x; y); 
 � y � d; u(y) � y � v(y)g et pour toute fonction f 2 C0(A;R) on a :ZZA f(x; y) dx dy = Z ba  Z '(x) (x) f(x; y)dy! dx = Z d
  Z v(y)u(y) f(x; y)dx!dy
Définition 3

ZZZ[a;b℄�[
;d℄�[p;q℄ f(x; y; z) dx dy dz = Z ba  Z d
 �Z qp f(x; y; z)dz� dy!dx
Définition 4 Pour D = f(x; y; z); a � x � b;  (x) � y � '(x); �(x; y) � z � � (x; y)g,ZZZD f(x; y; z) dx dy dz = Z ba  Z '(x) (x)  Z �(x;y)�(x;y) f(x; y; z)dz!dy!dx
Théorème 2 (Fubini) :

Pour D partie bornée de R3 et pour toute fonction f 2 C0(D;R), ZZZD f(x; y; z) dx dy dz peut être calculée à l’aide de trois intégrales

simples, et le résultat ne dépênd pas de l’ordre d’intégration choisi.

Théorème 3 (cdv polaire) :

Pour A = f(� 
os �; � sin �); � 2 [�1; �2℄; � 2 [�1; �2℄g partie bornée de R2 et pour toute fonction f 2 C0(A;R),ZZA f(x; y) dx dy = ZZ[�1;�2℄�[�1;�2℄ f(� 
os �; � sin �)� d� d�.
Théorème 4 (cdv cylindrique) :

Pour D = f(� 
os �; � sin �; z); � 2 [�1; �2℄; � 2 [�1; �2℄; z 2 [z0; z1℄g partie bornée de R3 et pour toute fonction f 2 C0(D;R), on a :ZZZD f(x; y; z) dx dy dz = ZZZ[�1;�2℄�[�1;�2℄�[z1;z2℄ f(� 
os �; � sin �; z)� d� d� dz.
Théorème 5 (cdv sphérique) :

Pour D = f(� 
os � sin'; � sin � sin'; � 
os'); � 2 [�1; �2℄; � 2 [�1; �2℄; ' 2 ['1; '2℄g partie bornée de R3 et pour toute fonctionf 2 C0(D;R), on a :ZZZD f(x; y; z) dx dy dz = ZZZ[�1;�2℄�[�1;�2℄�['1;'2℄ f(� 
os � sin'; � sin � sin'; � 
os')� d�2 sin' d� d� d'.
Théorème 6 (cdv intégrale triple) :

Pour  : D �! � un C1� difféomorphisme de D vers �, et f : � ! R continue, on a :ZZZ� f(x; y; z) dx dy dz = ZZZD f( (u; v; w))jdet(Ja
 (u;v;w))jdu dv dw.
Proposition 7 (calcul de l’aire d’une surface plane) :

Pour S une partie bornée du plan, l’aire de S vaut : A(S) = ZZS dx dy
Proposition 8 (calcul du volume) :

Pour D une partie bornée de l’espace, le volume de D vaut : V(D) = ZZZS dx dy dz
Proposition 9 (calcul de l’aire d’une surface paramétrée) :

Pour P une partie du plan, et F : P ! R une paramétrisation de la surface S = f(x; y; z); (x; y) 2 P; z = F (x; y)g, l’aire de S vaut :A(S) = ZZP k�F�u (u; v) ^ �F�v (u; v)k dx dy1


