Séries numériques I
Ch. 3 Fiche

Définition 1 Zun converge <= 3 lim Z u, < +00

n>0 NAH{nn:O
Notation 1 On note Z Uy, la série (convergente ou non) de terme général ... . Lorsque la série Z Uy wvennnnn ,
n>0 n>0

&S] N
on note Z Up la .. ... .. de cette série, c.a.d. la limite de la suite Z Uy, des ......... .. ... ...

n=0 n=0 NcIN
Proposition 1 séries géométriques
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Z a” converge < |a| ... 1 | auquel cas Za" =T
n>0 n=0

Proposition 2 séries de Riemann
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E — converge <= a... 1
na

n>1

Proposition 3 séries exponentielles
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g - converge , pour tout z € C, et sa somme, notée exp(z) vaut e
nl

n>0

Proposition 4 séries de Bertrand [HP]

1
——— converge <= a >1ou(a=1 et 1)
;na(lnn)ﬂ J > ( A>1)

Proposition 5 (Comparaison série intégrale) :
Soit f : I — R une fonction continue par morceaux, décroissante et positive. Alors

La série n) converge <> f est intégrable sur [ng, +00
g 8 )

n>ng

(c.a.d. la série et I'intégrale ont méme nature : elles sont simultanément convergentes ou  ......... )

n—+1

tdée : on montre que la série de terme général wy, = / f@)dat —f(n+1) .........

n

Proposition 6 (Critere spécial des séries alternées) : Supposons
D) la......... (un) est alternée  (i.e. ((—1)"ux) a un signe constant);
i) la suite (|un|)nen est décroissante;

i) lm |un|=0;
n—-+oco

Alorsla ......... Z un converge. En outre la suite (Ry) des......... est du signe de uo,
n>0
—+o0
et VN € N, |Ry| < |uy+1|, ot Ry = EZ: Un
n=N+1
L. 1 1 1 —-1)"
Exemple 1 Les séries Z —, Z —, Z —, Z (=1) sont.........
n? ns 2n Inn
n>1 n>1 n>0 n>2
. 1 1 1 "
Exemple 2 Les séries Z —, Z —, Z , ZZ sont .........
n Vn nlnn
n>1 n>1 n>1 n>0
Exemple 3 La série Z ...... est convergente, mais non absolument convergente.

n>1

Proposition 7 (Comparaison de séries positives) :
i)si VneN, 0<u, <wp ethn Ccv, a/orsZun...

i) si Vn € N, 0 < u, < w, etZun...,a/orstn DV

Proposition 8 (Absolue convergence par comparaison & une série positive) :
Si up = O(un), V N, 0< vy, et » CV, al n ACV d n CV
P = (vn), Vn € < Un, € Zv aorsZu oncZu

Remarque 1 Ona:u, = O(vn)=>un = o(un)
n——4o0o

n—-+oo



