
Chapitre 18 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Equations aux dérivées partielles

I. Applications directes du

cours

Exercice 1R�esoudre l'�equation aux d�eriv�ees partielles�f�x (x; y) = x� y (E)
Exercice 2Posons �f�y (x; y) = x (1)�2f�y2 (x; y) = 0 (2)1. R�esoudre (1).2. R�esoudre (2).3. D�eterminer toutes les fon
tions de 
lasse C2 sur R

2v�eri�ant (1) et (2).
II. Exercices

Exercice 3Soit A = f(x; y) 2 R
2; x > 0g, on 
her
he les fon
tions fde 
lasse C1 de A vers R telles que pour tout (x; y) de A,

l'�equation aux d�eriv�ees partielles suivante soit v�eri��ee :(E) : x�f�x (�; �) + y �f�y (�; �) = 0:a) Soit g 2 C1(R;R), v�eri�er que ' : A ! R, d�e�nie par'(x; y) = g(y=x) est solution de (E) ;b) D�emontrer que si f v�eri�e (E) alors f(u; uv) ne d�epend quede v ;
) 
on
lure.
Exercice 4 CCP 2010 oral1. Repr�esenterQ =℄0;+1[2 etQ0 = f(u; v) 2 R

2; jvj < ug.2. Montrer que ' d�e�nie sur Q par :8(x; y) 2 Q; '(x; y) = (y2+x2; y2�x2) est une bije
tionde Q dans Q0. Trouver '�1.3. Montrer que ' est un C1-di��eomorphisme de Q dans Q0.4. Soit f de 
lasse C1 de Q dans R, v�eri�ant :y �f�x (x; y)� x�f�y (x; y) = 4xy (1)Quelle �equation aux d�eriv�ees partielles (E) doit v�eri�er~f , telle que ~f Æ ' = f , pour que f soit solution de (1) ?5. R�esoudre (E) et en d�eduire f .
III. Pour aller plus loin

Exercice 5(Equation de la 
haleur)On souhaite r�esoudre l'�equation aux d�eriv�ees partielles(C) �2f�x2 � 1� �f�t = 0d'in
onnue f : [0; 1℄�R ! R(x; t) 7! f(x; t) , de 
lasse C2 ave
 les
onditions initiales :( 8t 2 R f(0; t) = f(1; t) = 0 (bord)8x 2 [0; 1℄ f(x; 0) = �(x) (temp�erature initiale)1) Dans le 
as d'un r�egime stationnaire (f ne d�epend pas det), r�esoudre (C).2) On admet dans la suite que f peut s'�e
rire sous la formef : (x; t) 7! g(x)h(t), ave
 g : [0; 1℄ ! R et h : R ! R deuxfon
tions de 
lasse C2.a) (analyse)Soit f une telle solution. Montrer qu'il existeun r�eel � tel que : ( 8x 2 [0; 1℄ g00(x) = �g(x)8t 2 R h0(t) = �h(t)b) Dans le 
as � = 0, montrer que gh est nulle.
) Dans le 
as � > 0, montrer que gh est nulle.d) Dans le 
as � < 0, on pose ! = p��. On d�e�nit une

fon
tion impaire, en
ore not�ee g,en posant g(�x) = �g(x); 8x 2 [0; 1℄.Montrer que g est de la forme : x 7! bsin(!x) (?),pour un 
ertain b r�eel. Montrer qu'alors h est de la formet 7! e�!2t.e) On �etend la fon
tion g en une fontion 2-p�eriodique, etque la relation (?) doit rester v�eri��ee sur R. Montrer quen�e
essairement, il existe un entier n 2 N tel que! = n� := !n et � = �n2�2 := �n.f) En d�eduire que toute fon
tion de la formeFn : (x; t) 7! bne�n2�2tsin(n�x), pour bn 2 R, est solu-tion de C, impaire et 2-p�eriodique par rapport �a t.3) synth�ese partielle : en remarquant que l'ensemble des so-lutions de C est un espa
e ve
toriel, montrer que pour toutesuite (bn)n�1 2 R
n telle que Xn�1 jbnj 
onverge, la fon
tionF : (x; t) 7! +1Xn=1 bne�n2�2tsin(n�x) est de 
lasse C2 sur[0; 1℄�R et solution de (C).4) Remarquer que �(x) = +1Xn=1 bnsin(n�x). Con
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