
Chapitre 9 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Suites et continuité dans un espace vectoriel normé

I. Applications directes du cours

Exercice 1D�emontrer que sur R2, l'appli
ationN de R2 vers R v�eri�ant :8(x; y) 2 R
2,N(x; y) = sup(jx + yj; jxj; jyj) est une norme, puis dessiner laboule unit�e ferm�ee .

Exercice 2D�emontrer que sur R2, l'appli
ationN de R2 vers R v�eri�ant :8(x; y) 2 R
2,N(x; y) = sup(jx + tyj; t 2 [0; 1℄) est une norme, dessiner laboule unit�e ferm�ee pour la distan
e asso
i�ee.

Exercice 3Soit E = C1([0; 1℄;R) ; d�emontrer queN : E ! R; f 7! jf(0)j + Z 10 jf 0(t)jdt est une norme

Exercice 4Soit f de R
2 vers R telle que f(0; 0) = 0 et. si (x; y) 6= (0; 0),f(x; y) = xy2=(x2 + y4) ; prouver que f est born�ee non 
onti-nue en (0; 0) et que sa restri
tion �a toute droite de R

2 est
ontinue.
Exercice 5Soit f de R2 vers R d�e�nie par f(0; 0) = 0 et si (x; y) 6= (0; 0),f(x; y) = x3yy2 + x4 .D�emontrer que f est 
ontinue en (0; 0)

II. Exercices

Exercice 6 Vrai ou faux1. Si N et ~N sont deux normes sur R3, alors il existe K > 0tel que :8x 2 R
3; K�1N(x) � ~N(x) � KN(x).2. Il n'existe pas de partie de Rn �a la fois ouverte et ferm�ee.3. Une r�eunion in�nie de 
ompa
ts est 
ompa
te.4. les seuls ouverts de R sont les intervalles.

Exercice 7On rappelle que les normes N1; N2; N1 sur R
3 sont d�e�niespour tout x = (x1; x2; x3) 2 R

3 par les expressions : N2(x) =qx21 + x22 + x23, N1(x) = jx1j+jx2j+jx3j et N1(x) = max1�i�3 jxij1) Dessiner les ensembles :D1 = �x 2 R
3; N1(x) � 1	,D2 = �x 2 R
3; N2(x) � 1	 etD1 = �x 2 R
3; N1(x) � 1	2) Montrer que pour tout x 2 R

3, on a :N1(x) � N2(x) � p3N1(x), etN1(x) � N1(x) � 3N1(x)

Exercice 8Sur Mn(R), on d�e�nitN(M) = sup1�i�n nXj=1 jMij j pour M = (aij)(i;j)2[[1;n℄℄2 ;a) d�emontrer que 
'est une norme v�eri�ant pour tousM et M 0de Mn(R) :kMM 0k � kMkkM 0k ;b ) tr(M) d�esignant la tra
e de M , d�eterminerjjjtr jjj= supfj tr(M)j=kMk = 1g.
) mêmes questions ave
N(M) = sup1�i;j�n jMij j.
Exercice 9Soient E un R-e. v. n., a et b deux ve
teurs non nuls de E, etpour tout t r�eel, f(t) = kat+ bk ;a) prouver que f est 
ontinue et lips
hitzienne ;b) prouver que lim+1 f = +1 et lim�1 f = +1 ;
) Prouver que l'ensemble des r�eels t tels que at+b appartienne�a la boule unit�e ouverte est soit vide soit un intervalle ouvertde R.
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III. Pour aller plus loin

Exercice 10in�egalit�es de H�older Soient p > 1 et q > 1 deux r�eels tels que1p + 1q = 1.1) En utilisant la 
on
avit�e d'une fon
tion ad�equate, montrerque : 8(a; b) 2 (R+)2; ab � app + bqq .Pour x = (x1; : : : ; xn) 2 R
n et y = (y1; : : : ; yn) 2 R

n, on notekxkp =  nXi=1 jxijp! 1p et kykq =  nXi=1 jyijq! 1q .2) Pour i 2 [[1; n℄℄, �etablir jxiyijkxkpkykq � jxijppkxkpp + jyijqqkykqq . End�eduire nXi=1 jxiyij � kxkpkykq.3) En �e
rivant(jxij+ jyij)p = jxij(jxij+ jyij)p�1+ jyij(jxij+ jyij)p�1, montrerque kx+ ykp � kxkp + kykp4) Con
lure que k kp est une norme sur Rn.5) Montrer que : 8x 2 R
n; kxk1 = limp!+1 kxkp:

Exercice 11Soit E et F deux espa
es ve
toriels norm�es r�eels et g uneappli
ation de E vers F telle que pour tout (x; y) de E2,g(x+ y) = g(x) + g(y). D�emontrer que :a) si g est 
ontinue en 0 alors g est lin�eaire ;b) si g est born�ee sur Bf (0E; 1) alors g est lin�eaire.
Exercice 12D�eterminer toutes les fon
tions f d�erivables sur R telles que :8x 2 R; f(2x) = 2f(x).

Exercice 13Les normes k k1 et k k2 sur C([0; 1℄;R) sont-elles �equivalentes ?
Exercice 14Soit E = C0([0; 1℄;R), muni de la norme : k k1 d�e�nie parkfk1 = Z[0;1℄ jf(t)jdt et 8n 2 N

�, fn : [0; 1℄! R, v�eri�ant :fn(0) = n , 8t 2℄0; 1℄; fn(t) = min(n; 1pt ), d�emontrer que fnappartient �a E, la suite (fn) 
onverge-t-elle? Prouver que :pour tout " > 0, il existe K 2 N tel que pour tout p > K etq > K , kfp � fqk1 < ".
Exercice 15Soit � 2 R

�. La suite 
omplexe (ein�)n2N 
onverge-t-elle?Trouver une 
ondition n�e
essaire et suÆsante pour que 
ettesuite prenne une in�nit�e de valeurs ; lorsque 
ette 
onditionest r�ealis�ee d�emontrer que tout ar
 du 
er
le trigonom�etrique
ontient au moins un point de 
ette suite.
Exercice 16Soit E = R

n pour n 2 N, et k k une norme sur E. Soith : E ! E telle qu'il existe � > 0 v�eri�ant :8(x; y) 2 E2; kh(x) � h(y)k � kx � yk�. Montrer que h est
ontinue sur E.
Exercice 17Soit E = R

n pour n 2 N, et k k une norme sur E. Soitf : E ! E telle qu'il existe k 2℄0; 1[ et a 2 E v�eri�ant :f(a) = a ;8(x; y) 2 E2; kf(x)� f(y)k � kkx� yk.Montrer que pour tout x 2 E, la suite (fn(x))n2N 
onvergevers une limite que l'on pr�e
isera.
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