
Chapitre 17 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Fonctions de plusieurs variables. Calcul différentiel

I. Applications directes du cours

Exercice 1Donner le domaine de 
ontinuit�e le plus grand possible desfon
tions :f : (x; y) 7! 1x2 + y2 + 1ex+y etg : (x; y) 7! px(
os(x� 2y)).
Exercice 21) �Etudier la 
ontinuit�e en (0,0) de la fon
tion f : R2 ! Rd�e�nie par :f(x; y) = 8<: xyx2 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0)2) �Etudier la 
ontinuit�e en (0,0) de la fon
tion g : R2 ! Rd�e�nie par :g(x; y) = 8<: xy sin� 1x2 + y2� si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0)

Exercice 3Soit f : R2 ! R d�e�nie par f(x; y) = 
os(xy). On donneA = (1; 2) et V = (� 1p2 ; 1p2).1. V�eri�er que V est un ve
teur unitaire de R2.2. D�eterminer la d�eriv�ee de f dans la dire
tion V au pointA.
Exercice 4D�eterminer les ensembles de d�e�nition des fon
tions suivantes.Lorsqu'elles existent, d�eterminer les d�eriv�ees partielles par rap-port �a x et �a y de 
es fon
tions sur 
es ensembles.1) f(x; y) = x� yx+ y .2) g(x; y) = ln(1� xy).3) h(x; y) = xy.
Exercice 5Soit f d�e�nie sur R2 par : f(x; y) = ex�y+x2, et A = (�; �) 2
R
2 �x�e.1) D�eterminer le gradient de f en A. En d�eduire les extrema�eventuels de f .2) D�eterminer la di��erentielle dfA de f en A.

II. Exercices

Exercice 6Soient U = R
+� �℄ � �; �[, V = R

2 n R� � f0g et ' : U !V; (�; �) 7!  � 
os(�)� sin(�)!1) Soit A = (r; t) 2 U . D�eterminer la matri
e ja
obienneJa
(')A de ' en A.2) En d�eduire que ' est un C1-di��eomorphisme de U vers V .
Exercice 7Soient U = R+� �℄��; �[�℄��=2; �=2[, V = R2nR� � f0g�Ret : U ! V; (�; �; �) 7! 0B�� 
os(�) sin(')� sin(�) sin(')� 
os(') 1CA1) Soit A = (r; t; p) 2 U . D�eterminer la matri
e ja
obienneJa
(')A de ' en A.2) En d�eduire que ' est un C1-di��eomorphisme de U vers V .
Exercice 8Soit f : R2 ! R d�e�nie parf(x; y) =8<: x6x6 + (x2 � y)2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0)1) Montrer que f admet des d�eriv�ees partielles en tout point

A de R2 et les d�eterminer. f est-elle pour autant de 
lasse C1sur R2 ?2) Montrer que f admet des d�eriv�ees selon toutes les dire
tionsen (0,0).
Exercice 9Soit f : R2 ! R d�e�nie par :f(x; y) = y2 � yp1� x2.1) D�eterminer et repr�esenter l'ensemble de d�e�nition Df de f .Est-
e un ouvert, un ferm�e?2) D�eterminer le plus grand ouvert 
 de R2 sur lequel f estde 
lasse C1.3) D�eterminer les �eventuels points 
ritiques de f .
Exercice 10D�eterminer les �eventuels points 
ritiques des fon
tions sui-vantes :1) f : R2 ! R d�e�nie par f(x; y) = ex2y.2) f : R2 ! R d�e�nie parf(x; y) = x4 + y4 � 2y2.3) f : R2 ! R d�e�nie pour a; b 2 R� par :f(x; y) = x2y2(1 + y).Ch.17 Fonctions de plusieurs variables. Calcul différentiel 1/2
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Exercice 111) Rappeler la d�e�nition d'un maximum lo
al pour une fon
-tion de deux variables �a valeurs dans R. 2) D�eterminer les �eventuels extrema de la fon
tion f d�e�niesur R2 par :f(x; y) = ex + ey + e�x�y.
III. Pour aller plus loin

Exercice 12On suppose que f; g 2 C1(R2;R), que A 2 R2 et que g(A) 6= 0.Donner les formules pourr(fg)(A); r(f + g)(A); r�fg� (A).
Exercice 13 étude locale d’une surfaceSoit f 2 C2(R2;R), et a = (x0; y0) 2 R2.1) pour h = (u; v) au voisinage de 0, �e
rivez la formule deTaylor-Young �a l'ordre 2 pour exprimer (�a un reste d'ordre 2pr�es) f(a+h) �a l'aide de u, v, f(a), �f�x (a), �f�y (a), r = �2f�x2 (a),t = �2f�y2 (a) et s = �2f�x�y (a).2) Asso
iez une matri
e sym�etrique r�eelle S �a la forme qua-dratique q : (u; v) 7! ru2 + 2sv + tv2.3) Lorsque r 6= 0 et s2 � rt < 0, justi�er que q(u; v) est tou-jours du signe de r.on pourra �e
rire q(u; v) = r[(u+ sr v)2 + rt� s2r v2℄4) Lorsque (r = 0 et s2 > 0) ou lorsque (r 6= 0 et s2� rt > 0),justi�er que q(u; v) prend des valeurs positives et n�egatives auvoisinage de (0; 0).5) En d�eduire que si a est un point 
ritique, et si s2 � rt < 0,alors f admet un extremum en a.6) En d�eduire que si a est un point 
ritique, et si s2 � rt > 0,alors f admet un extremum en a.7) Exemple : 
her
her les extremums de f : (x; y) 7! 1 + x2 +xy + y2 + x2y2.

Exercice 14Soit f : R3 ! R de la forme(x; y; z) 7! ax2 + by2 + 
z2 + dxy + eyz + fxz, ave
(a; b; 
; d; e; f) 2 R6.Montrer qu'un point 
(x0; y0; z0) est 
entre de sym�etrie dela quadrique d'�equation f(x; y; z) = 1 si et seulement sirf(
) = 0R3
Exercice 15 un problème d’optimisationUn industriel souhaite produire une bô�te de 
onserve 
ylin-drique �a base 
ir
ulaire de volume V donn�e tout en minimisantla quantit�e de m�etal employ�e. D�eterminer le rayon R de la baseet la hauteur h d'une telle bô�te.
Exercice 16 applications directionnellesSoit f : D � R

2 ! R une fon
tion 
ontinue en un pointA = (a; b) 2 D et �!u = (�; �) un ve
teur non nul. La fon
tiondire
tionnelle fA;�!u : t 7! f(a+�t; b+�t) (fon
tion �a une seulevariable) est une fon
tion 
ontinue.1) Soit f : R2 ! R d�e�nie par f(0; 0) = 1 et 8(x; y) 2
R
2nf(0; 0)g; f(x; y) = 1� 
osx2x2 + y2 . En utilisant une fon
tiondire
tionnelle bien 
hoisie, montrer que f n'est pas 
ontinueen (0,0).2) Soit f : R2 ! R d�e�nie par f(0; 0) = 0 et 8(x; y) 2

R
2nf(0; 0)g; f(x; y) = 2x2yx4 + y2 . Montrer que pour tout �!uve
teur non nul, la fon
tion dire
tionnelle f0;�!u est 
ontinueen 0. En 
onsid�erant g : R� ! R d�e�nie par g(t) = f(t; t2),montrez que f n'est pas 
ontinue en (0,0). Qu'illustre 
ettequestion ?
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