
Chapitre 16 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Intégration sur un segment

I. Applications directes du cours

Exercice 1Soit f : R! R; x 7! jxj.1) D�eterminer l'ensemble E+ des primitives de f sur R+.2) D�eterminer l'ensemble E� des primitives de f sur R�.3) En d�eduire l'ensemble P des primitives de f sur R qui sont
ontinues sur R.
Exercice 2Soient a; b deux r�eels tels que a < b.1) D�eterminer une bije
tion ' : [0; 1℄ 7! [a; b℄ ave
 ' aÆne.2) Soit g : [0; 1℄! R 
ontinue.R�e�e
rire l'int�egrale I = Z 10 g(u)e2�iudu 
omme une int�egraleentre �� et �.3) Soit h : [��; �℄! R 
ontinue.R�e�e
rire l'int�egrale I = Z ��� h(t)eitdt 
omme une int�egraleentre 0 et 1.

Exercice 3Soient X : R ! R
3; t 7! 0B�u(t)v(t)w(t)1CA une appli
ation 
ontinue,et A = 0B�1 �1 00 2 10 0 31CA.1) D�eterminer M : x 7! Z x0 AX(t) dt �a l'aide de U; V;W , lesprimitives respe
tives s'annulant en 0 de u; v; w.2) Exemple : u : t 7! 1, v : t 7! t, w : t 7! e2t.

Exercice 4Justi�er que ' : t 7! Ar
tan t est un C1-di��eomorphisme de Rsur ���2 ; �2 �.
II. A savoir rédiger

Exercice 5Montrer que pour tout n � 2, la fon
tiongn :℄0; 1[; x 7! xnlnxpeut être prolong�ee en une fon
tion de 
lasse C1 sur [0; 1[. Exercice 61. Rappeler la formule de Taylor ave
 reste int�egral, �al'ordre 2 et �a l'ordre 5.2. Montrer que pour tout x 2 [��2 ; �2 ℄,1� x22 � 
osx � 1� x22 + x424.
III. Exercices

Exercice 7Etudier l'existen
e et 
al
ulera) Z℄a;b[ 1(t� a)(b � t) dt ;b) Z ℄1;+1[(t6 � t5)�1=3dt ;
) Z℄0;�=2[ ln(
os t) dt, Z℄0;�=2[ ln(sin t)dt, Z℄0;�=2[ ln(sin(2t))dt ;( on 
her
hera des relations entre 
es r�eels)d) Z℄��=2;�=2[ tan t dt ;
Exercice 8Cal
uler Z 1�1 1p1� x+p1 + x+ 2dt(on pourra poser u = Ar

os t, puis ' = u2 � �4 )
Exercice 9Cal
uler Z 2�0 t
os(t� �)dt, ave
 � 2 [0; �=2[.(on pourra poser u = t� �)
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IV. Pour aller plus loin

Exercice 10Soit f 2 C([0; 1℄;R) telle que Z 10 f(t)dt = 0.1) Justi�er que m = minff(x); x 2 [0; 1℄g et M =maxff(x); x 2 [0; 1℄g sont bien d�e�nis.2) Montrer que Z 10 f2(t)dt � �mM:
Exercice 11Soit f d�e�nie sur [a; b℄ vers C, etJn = Z[a;b℄ f(t)eintdt.Prouver que limn!+1 Jn = 0 lorsque :a) f est de 
lasse C1 ;b) f est en es
alier ;
) f est 
ontinue par mor
eaux ;
Exercice 12Soit f fon
tion de 
lasse C3 de [a; b℄ vers (E; k k) ; montrer quesi M est un majorant de kf (3)k1;[a;b℄ alorskf(b)� f(a) � (b� a)f 0(a+ b2 )k � M(b� a)324 .

Exercice 13(formule de Simpson)1) Soit f impaire de 
lasse C5 sur R, �a valeurs dans R, prouverque pour tout x > 0 il existe � 2℄0; x[ tel que :f(x) = x3 (f 0(x) + 2f 0(0))� x5180f (5)(�).( on pourra poser ' : t 7! f(t) � t3 (f 0(t) + 2f 0(0)) + t5A180 , ave
 A 2 R tel que'(x) = 0, puis 
al
uler '0; '00; '000; '(4), montrer que '(i)(0) = 0 pour i 2 [[0; 4℄℄et en d�eduire que A peut s'�e
rire A = f(5)(hx) pour � 2℄0; x[ )2) Soient a < b, f : [a; b℄! R de 
lasse C4, et n 2 N
�. Montrerque :9� 2℄a; b[; f(b) � f(a) = b� a6 [f 0(a) + f 0(b) + 4f 0(a+ b2 )℄ �(b� a)5f (5)(�)2880 .N.B. : on pourra poser x = b� a2 ,g : [�x; x℄! R; t 7! f(t+ a+ b2 )� f(�t+ a+ b2 )lui appliquer le 1) - noter � le r�eel asso
i�e-, puis �a l'aide du th�eor�eme des valeursinterm�ediaires, montrer qu'il existe � 2℄a; b[ tel quef(5)(�) = 12 [f(5)(� + a+ b2 ) + f(5)(�� + a+ b2 )℄

V. Vrai ou faux1. Si f : R! R
n est k fois d�erivable (k � 1), alors Dk�1f est 
ontinue.2. Si f : R! R
n est k fois d�erivable (k � 1) et si Dkf est 
ontinue, alors f est de 
lasse Ck.3. Si f : R! R
n est de 
lasse Ck, alors f est k fois d�erivable.4. Toute primitive G d'une fon
tion en es
alier g : [0; 1℄! R

n est 
ontinue.5. Etant donn�ee g : [0; 1℄! R
n 
ontinue par mor
eaux, il existe une primitive G de g 
ontinue.
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