
Math�ematiques ; TD Lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Formule de Stirling : n! �
n!+1

p
2n�
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e
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I. Constante d’Euler

Soit f : [1;+1[�! R; t 7�! 1
t
. Pour tout n � 1, on note wn =

Z n+1

n
f(t)dt� f(n+ 1).

1. Montrer que la s�erie
X
n�1

wn converge (on pourra utiliser des encadrements des sommes partielles avec des int�egrales).

2. Montrer que pour tout N � 1,
N�1X
k=1

wk = 1 + ln(N)� NX
k=1

1
k

.

3. En d�eduire que la suite (gN)N�1 d�e�nie pour tout N � 1 par gN =
NX
k=1

1
k
� lnN converge vers une

limite not�ee 
. Cette limite est appel�ee « constante d'Euler ». Elle vaut environ 0; 577:::

II. Formule de Stirling

On pose g : R�+ ! R; x 7! lnx, et pour tout k � 1; vk =
Z k+1

k
g(t)dt� g(k + 1):

1. Montrer que pour tout n � 1,
n�1X
k=1

vk = n lnn� n+ 1� ln(n!) (1)

2. Soit k � 1 �x�e.

(a) A l'aide d'une int�egration par parties, montrer que vk = �
Z k+1

k

(t� k)
t

dt.

(b) A l'aide d'une nouvelle int�egration par parties, montrer que vk =
�1

2(k + 1)
� 1

2
xk,

o�u xk =
Z k+1

k

(t� k)2

t2
dt.

3. A l'aide d'une majoration, montrer que
X
k�1

xk converge vers une limite `:

4. (a) En reportant dans (1), montrer que : 8n � 1, ln(n!) = n lnn� n+ 1 +
1
2

nX
k=2

1
k

+
1
2

n�1X
k=1

xk

(b) En d�eduire que ln(n!) =
n!+1 n lnn� n+

1
2

lnn+K + o(1); o�u K =
1
2

(1 + 
 + `).

5. En d�eduire que n! �
n!+1

p
nnne�neK

III. Calcul de eK
Pour tout n 2 N, on pose In =

Z �=2

0
(sinx)n dx (int�egrale de Wallis)

1. Montrer que pour tout p 2 N, on a I2p =
(2p)!

(2pp!)2
�
2

, et I2p+1 =
(2pp!)2

(2p+ 1)!
.

2. En d�eduire que InIn+1 �
n!+1

�
2n

3. (a) Montrer que la suite (In) est d�ecroissante, et en d�eduire que :
pour tout n � 1, InIn+1 � I2

n � InIn�1.

(b) En d�eduire que In �
n!+1

s
�
2n

4. Exprimer I2p en fonction de p et � d'une part, et en fonction de eK et � d'autre part. En d�eduire
que eK =

p
2�.

Conclure.
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