Chapitre 11

Exercices

lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Dérivation des fonctions de la variable réelle'

I.

Soit f: R* — R?, t s (tcost,tsint).

1. Montrer que f est dérivable sur R’ et calculer sa
dérivée.

2. Pour tout ¢ > 0, calculer ||f(¢)||
(ol || || est la norme euclidienne usuelle).

3. Représenter la courbe paramétrée en coordonnées
cartésiennes par (z(t), y(¢)) = f(t), pour ¢t > 0.
(on pourra remarquer que laffize du point f(t) est te'
et placer f(to), f(to + 27m), f(to + 4m) pour des valeurs

de to “bien choistes )

Exercice 2

Soit p: R — C, t — %eit. Montrer que ¢ est de classe
C* sur R}, et tracer ’ensemble {p(t), t > 0}.
Soit f: RT — R?, t — (V1)
1. Montrer que f est dérivable sur R’ et calculer sa
dérivée.
2. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

II. Exercices

Exercice 7

Calculer la dérivée n'*™ de :
fiz—z" lIn(1+ (1/z));
g:z— exp(2z)cos’z;

Exercice 8

Soit f : R — R? une application dérivable telle que
VEER, [|F(O)IP =1

En dérivant cette égalité (justifier), montrer qu’a
chaque instant ¢, les vecteurs f(t) et f'(¢) sont ortho-
gonaux.

Proposer une interprétation cinématique.

IIT1. Révisions

Déterminer le développement limité en 0 a ’ordre 2 de

Vi+Vitz

fize
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Applications directes du cours

3. Représenter la courbe paramétrée en coordonnées
cartésiennes par (z(t), y(t)) = f(t), pour ¢t > 0.

Exercice 4

Soit f : R — R®, ¢t — (cost,sint,t). On consideére un
mobile dont la position a l'instant ¢ est f(¢).

1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa
dérivée.

2. En projection sur le plan (Ozy), quel est le mou-
vement du mobile ?

3. Représenter la trajectoire.

Exercice 5

Soit f: R — R, t — cos(|t|). f est-elle continue sur
R? f est-elle de classe C! sur R? f est-elle conti-

nue C! par morceaux sur R ? Méme questions pour

g:t— (f(2), f(%)).

Déterminer les points singuliers de la courbe
représentative de f : R — R?, ¢ — (cos®t,sin® ).

Exercice 9

Soit A € M, (R).

1) Justifier que l'application

¢:R— R, t— det(A—tl,) est continue sur R.

2) Montrer que ¢ est dérivable sur R, et calculer ¢’(0).

Soit f application continue de R vers E un espace vec-
toriel euclidien.
Démontrer que fest dérivable en 0 si et seulement si

f(2z) — f(z)

lim existe dans E
z—0 T
( utiliser les propriétés des limites pour z ,..., /2" , et ajouter

les inégalités)

Donner une éventuelle limite en 0 de
g:z— (cosz)/=
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Etudier au moyen d'un développement « asympto-
tique »>pour z — 400 l'asymptote oblique a la courbe

) . el/e +1 g
représentative de h: z — s 1 au voisinage de +o00
e J—
t

Soit w :]0,+o00[— R, t — i

1) Montrer que u est de classe C! sur |0, 7[, et donner
I’expression de sa dérivée en tout point.

2) Montrer que u' admet une limite & droite en 0.

3) En déduire que u peut é&tre prolongée en 0 en une

fonction 4 de classe C' sur | — , [

IV. Portraits de phase

| Exercice 16 | portraits de phase
A O

Soit A =
0 X

) € M»(R) fixée.

2
. w 1
1) Vérifier que pour tout z, -——3 = 1 - 1+

En déduire une primitive sur R de w: z —
1+ z?

3) Résoudre et déterminer éventuellement une solution
sur R de I’équation différentielle :

Soient z,y les fonctions définies sur R, vérifiant le systéme différentiel :

Vvt € RY, <‘”
y

) =430
y(?)

Et la condition initiale M(0) = (1,0) et M'(0) = (0, 1). Dans chaque cas, tracer les trajectoires respectives des points

M(t) = (z(t),y()) :
1. o> 21 >0
2. A< A1 <0
3. A <0<
4. =21 >0
Exercice 17 \ portraits de phase, cas complexe

e
Soit A € My (R) fixée possédant deux valeurs propres distinctes non réelles A; et A. Soit v; = a7 + 8 j un vecteur

propre de A associé a la valeur propre A1, avec a, G € C fixés.

- = PN T
1. Justifier que vo =a ¢ + B j est un vecteur propre de A associé a la valeur propre As et que Ay = Ay.

2. Que dire de la matrice P = (a E) ?
B B

"(t A
3. Résoudre le systéeme différentiel <f'Et;> = ( 1
g

0 A

)
g@))

4. Soient z,y les deux fonctions définies sur R, vérifiant le systéme différentiel :

Vte RY, (

w’(t)) 2 (w(t))
y'(t) y(®))’

Et la condition initiale M (0) = (1,0) et M'(0) = (0,1). On pose A\; = r + is, avec 7, s réels
En déduire que z est de la forme z : t — (a cos(st) + bsin(st))e™
et que y est de la forme y : t — (ccos(st) + dsin(st))e™, avec a, b, c,d réels.
5. Avec la condition initiale M(0) = (1,0) et M'(0) = (0, 1), dans chaque cas, tracer les trajectoires respectives

des points M (t) = (z(t),y(t)) :
(a) (r,s) eRS xR

(b) (r,s) e Ry xR

(c) r=0ets€eR
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