
Chapitre 11 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Dérivation des fonctions de la variable réelle

I. Applications directes du cours

Exercice 1Soit f : R+ ! R
2; t 7! (t 
os t; t sin t).1. Montrer que f est d�erivable sur R�+ et 
al
uler sad�eriv�ee.2. Pour tout t � 0, 
al
uler kf(t)k(o�u k k est la norme eu
lidienne usuelle).3. Repr�esenter la 
ourbe param�etr�ee en 
oordonn�ees
art�esiennes par (x(t); y(t)) = f(t); pour t � 0.(on pourra remarquer que l'aÆxe du point f(t) est teitet pla
er f(t0), f(t0 + 2�), f(t0 + 4�) pour des valeursde t0 \bien 
hoisies\)

Exercice 2Soit ' : R+� ! C; t 7! 1t eit. Montrer que ' est de 
lasseC1 sur R+� , et tra
er l'ensemble f'(t); t > 0g.
Exercice 3Soit f : R+ ! R

2; t 7! (pt; t).1. Montrer que f est d�erivable sur R�+ et 
al
uler sad�eriv�ee.2. Montrer que f n'est pas d�erivable en 0.

3. Repr�esenter la 
ourbe param�etr�ee en 
oordonn�ees
art�esiennes par (x(t); y(t)) = f(t); pour t � 0.
Exercice 4Soit f : R ! R

3; t 7! (
os t; sin t; t). On 
onsid�ere unmobile dont la position �a l'instant t est f(t).1. Montrer que f est d�erivable sur R et 
al
uler sad�eriv�ee.2. En proje
tion sur le plan (Oxy), quel est le mou-vement du mobile ?3. Repr�esenter la traje
toire.
Exercice 5Soit f : R ! R; t 7! 
os(jtj). f est-elle 
ontinue sur

R ? f est-elle de 
lasse C1 sur R ? f est-elle 
onti-nue C1 par mor
eaux sur R ? Même questions pourg : t 7! (f(t); f(t2)).
Exercice 6D�eterminer les points singuliers de la 
ourberepr�esentative de f : R! R

2; t 7! (
os3 t; sin3 t):
II. Exercices

Exercice 7Cal
uler la d�eriv�ee ni�eme de :f : x 7! xn�1 ln(1 + (1=x)) ;g : x 7! exp(2x) 
os2 x ;
Exercice 8Soit f : R! R

2 une appli
ation d�erivable telle que8t 2 R; kf(t)k2 = 1:En d�erivant 
ette �egalit�e (justi�er), montrer qu'�a
haque instant t, les ve
teurs f(t) et f 0(t) sont ortho-gonaux.Proposer une interpr�etation 
in�ematique.

Exercice 9Soit A 2Mn(R).1) Justi�er que l'appli
ation' : R! R; t 7! det(A� tIn) est 
ontinue sur R.2) Montrer que ' est d�erivable sur R, et 
al
uler '0(0):
Exercice 10Soit f appli
ation 
ontinue de R vers E un espa
e ve
-toriel eu
lidien.D�emontrer que fest d�erivable en 0 si et seulement silimx!0 f(2x) � f(x)x existe dans E( utiliser les propri�et�es des limites pour x ,..., x=2n , et ajouterles in�egalit�es)

III. Révisions

Exercice 11D�eterminer le d�eveloppement limit�e en 0 �a l'ordre 2 def : x 7! q1 +p1 + x Exercice 12Donner une �eventuelle limite en 0 deg : x 7! (
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Exercice 13Etudier au moyen d'un d�eveloppement � asympto-tique �pour x ! +1 l'asymptote oblique �a la 
ourberepr�esentative de h : x 7! e1=x + 1e1=x � 1 au voisinage de +1
Exercice 14Soit u :℄0;+1[! R; t 7! tsin t .1) Montrer que u est de 
lasse C1 sur ℄0; �[, et donnerl'expression de sa d�eriv�ee en tout point.2) Montrer que u0 admet une limite �a droite en 0.3) En d�eduire que u peut être prolong�ee en 0 en unefon
tion ~u de 
lasse C1 sur ℄� �; �[.

Exercice 151) V�eri�er que pour tout x, x21 + x2 = 1 � 11 + x2 .En d�eduire une primitive sur R de w : x 7! x21 + x23) R�esoudre et d�eterminer �eventuellement une solutionsur R de l'�equation di��erentielle :x y0 + 2y = x1 + x2 (E)
IV. Portraits de phase

Exercice 16 portraits de phaseSoit A =  �1 00 �2! 2M2(R) �x�ee.Soient x; y les fon
tions d�e�nies sur R, v�eri�ant le syst�eme di��erentiel :8t 2 R
+;  x0(t)y0(t)! = A x(t)y(t)! ;Et la 
ondition initiale M(0) = (1; 0) et M 0(0) = (0; 1). Dans 
haque 
as, tra
er les traje
toires respe
tives des pointsM(t) = (x(t); y(t)) :1. �2 > �1 > 02. �2 < �1 < 03. �2 < 0 < �14. �2 = �1 > 0

Exercice 17 portraits de phase, cas complexeSoit A 2M2(R) �x�ee poss�edant deux valeurs propres distin
tes non r�eelles �1 et �2. Soit v1 = ��!i +��!j un ve
teurpropre de A asso
i�e �a la valeur propre �1, ave
 �; � 2 C �x�es.1. Justi�er que v2 = ��!i + ��!j est un ve
teur propre de A asso
i�e �a la valeur propre �2 et que �2 = �1.2. Que dire de la matri
e P =  � �� �! ?3. R�esoudre le syst�eme di��erentiel  f 0(t)g0(t)! =  �1 00 �2! f 0(t)g0(t)!.4. Soient x; y les deux fon
tions d�e�nies sur R, v�eri�ant le syst�eme di��erentiel :8t 2 R
+;  x0(t)y0(t)! = A x(t)y(t)! ;Et la 
ondition initiale M(0) = (1; 0) et M 0(0) = (0; 1). On pose �1 = r + is, ave
 r; s r�eelsEn d�eduire que x est de la forme x : t 7�! (a 
os(st) + b sin(st))ertet que y est de la forme y : t 7�! (
 
os(st) + d sin(st))ert, ave
 a; b; 
; d r�eels.5. Ave
 la 
ondition initiale M(0) = (1; 0) et M 0(0) = (0; 1), dans 
haque 
as, tra
er les traje
toires respe
tivesdes points M(t) = (x(t); y(t)) :(a) (r; s) 2 R

+� �R(b) (r; s) 2 R
�� �R(
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