
Chapitre 7 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Intégration, dérivation, de suites et séries de fonctions

I. Applications directes du cours

Exercice 1 Interversion lim
n

et
Z

:

Théorème de convergence dominée
Montrer que la suite (un) d�e�nie par :

un =

Z 1

0

(�t)n
1 + t2

dt admet une limite que l'on pr�ecisera.

Exercice 2 Interversion
X

et
Z

:

Théorème d’intégration terme à terme

On admet que
+1X
n=1

1

n2
=
�2

6
.

Montrer que

Z 1

0

ln t

1� tdt =
��2
6

II. A savoir rédiger

Exercice 3

a) Montrer que la fonction S : t 7!
+1X
n=0

tn est de classe C1 sur

]� 1; 1[ et calculer sa d�eriv�ee en tout point.

b) En d�eduire

+1X
n=1

n

2n�1
.

c) De même calculer

+1X
n=2

n(n� 1)

2n�2
.

Exercice 4

Soit f 2 C([1; e];R).

Pour tout n 2 N�, on pose un = n

Z 1+1=n

1

f(tn)dt

Montrer que 9 lim
n!+1

un =

Z e

1

f(x)

x
dx

Cas particulier : f : x 7! x

Exercice 5

D�eterminer lim
n!+1

Z
]0;n[

(1� t
n )

n

t��1
dt pour � < 2

Exercice 6

Soit a r�eel de ]0; �], et pour n 2 N�, fn d�e�nie sur ]0; �[= I

par fn(t) =
sin(nt)

sin t
et In(a) =

Z
]0;a[

fn(t)dt

a) �etudier l'int�egrabilit�e de f sur I ;

b) Calculer In+1(�)� In�1(�), en d�eduire pour tout n, In(�)

c) Trouver une relation entre In(� � a) et In(a)
d) prouver lim

n!+1
In+1(a)� In(a) = 0 et

lim
n!+1

In(a) =
�

2
.

e) Calculer lim
n!+1

Z
]0;a[

sin(nt)

t
dt et

Z
]0;+1[

sin t

t
dt

III. Exercices

Exercice 7 Interversion D et
X

: Théorème de
dérivation terme à terme

Montrer que S : x 7!
+1X
n=1

nx+ 1

1 + n3
est d�erivable sur R est cal-

culer sa d�eriv�ee en tout point.

Exercice 8

Calculer Jp;q =

Z
[0;1]

tp(1� t)qdt; prouver que lim
n!+1

Jn;n = 0 ;

prouver que
X
n�1

Jn;n converge et donner sa somme sous forme

d'une int�egrale que l'on calculera ;

Exercice 9

Calculer :

a)

+1X
n=0

(1=n!)

Z
[1;x]

(ln t)ndt:

b)

+1X
n=0

(�1)n
Z
[0;x]

tn(1� t2)1=2dt:

Exercice 10

(la fonction dzêta de Riemann) Pour tout n 2 N�, on d�e�nit

fn : R+
� ! R; x 7! 1

nx
.

On a vu au chapitre 5 que la s�erie de fonctions
X
n�1

fn converge

simplement sur ]1;+1[, et normalement sur tout [a;+1[,

pour a > 1. On note � :]1;+1[! R sa somme.

1) Montrer que la s�erie de fonctions
X
n�1

f 0n converge normale-

ment sur tout [a;+1[, pour a > 1.

2)En d�eduire que � est de classe C1 sur ]1;+1[
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Exercice 11

1) Soit UN =

Z
[0;1=2]

(1� t2 + t4 + : : :+ (�1)nt2N )dt ; Calculer

lim
N!+1

uN = � ; puis donner la nature de la s�erie
X
n�0

(un � �)

2) Soit VN =

Z
[0;1]

(1+ t+ t2+ : : :+ tN )dt ; Calculer lim
N!+1

VN .

Exercice 12

D�emontrer que

Z 1

0

ln t

1 + t
dt =

+1X
n=0

(�1)n
(n+ 1)

2

Exercice 13

Soit (fn) suite de fonctions r�eelles d�e�nies sur [0; 1], pour

n � 1, par fn(x) =
n(x5 + x)e�x

nx+ 1
;

a) Prouver que (fn) converge simplement vers une fonction f

sur [0; 1].

b) Prouver que 8n � 1; 8x 2 [0; 1]; jfn(x)�f(x)j � 2

(nx+ 1)
.

c) Calculer lim
n!+1

Z
[0;1]

fn(t)dt.

Exercice 14

1) Justi�er que pour n 2 N, x 7! xn

(x2(1� x))1=3 est int�egrable

sur ]0; 1[. 2) Donner une formule de r�ecurrence sur

Jn =

Z
]0;1[

xn

(x2(1� x))1=3 dx.
3) Calculer J0 puis une expression de Jn avec des factorielles

4) Calculer la limite de (Jn) �a l'aide du th�eor�eme de conver-

gence domin�ee.

Exercice 15

D�emontrer que les fonctions ' :]0;+1[! R; x 7!
+1X
n=0

(�1)ne�nx
1 + n2

et  :]1;+1[! R; x 7!
+1X
n=0

(�1)n
(1 + n)x

sont

d�e�nies et de classe C1 sur [0;+1[.

Exercice 16

Que vaut lim
n!+1

Z a

0

1 + tnp
t+ t2n

dt

( distinguer deux cas pour a)

IV. Pour aller plus loin

Exercice 17

Soit x 2]0; �[, et (un)n�1 la suite de fonctions d�e�nies sur R

par un : t 7! tn�1 sin(nx); 8n � 1.

1) Pour tout N � 1, on pose SN =

NX
k=1

uk. Montrer qu'il existe

une suite (PN )N�1 de fonctions polynômes telle que pour tout

N � et tout t 2 R, SN (t) =
PN (t)

t2 � 2t cosx+ 1
:

2)Prouver l'existence et calculer lim
N!+1

Z 1

0

SN (t)dt:

3) Calculer
+1X
N=1

sin(nx)

n
:

Exercice 18

Soit f d�e�nie sur R par

f : x 7! 4E(x)� 2E(2x) + 1

a) Calculer un =

Z
[0;1]

g(nt)dt et lim
+1

un ;

b) Pour g en escalier sur [0; 1] calculer lim
n!+1

Z
[0;1]

g(t)f(nt)dt.

c) Pour h continue sur [0; 1] calculer lim
n!+1

Z
[0;1]

h(t)f(nt)dt.

V. Définir une fonction par une expression sommatoire

Exercice 19 Etude d’une somme de fonctions
Pour tout n 2 N�, on pose :

fn : [0;+1[�! R; x 7�! xn

n(x2n + 1)
.

1. Montrer que la s�erie
X
n�1

fn converge simplement sur

D = [0; 1[[]1;+1[.

On note S la somme de cette s�erie de fonctions.

2. Montrer que S est de classe C1 sur D et �etudier le signe

de S0(x) suivant les valeurs de x 2 D.
3. Montrer que S admet une limite en 1.

4. Montrer que la s�erie
X
n

fn converge normalement sur

[2;+1[. En d�eduire que S tend vers 0 en +1.

5. Donner le tableau de variations de S, puis tracer l'allure

de la courbe repr�esentative de S.

Exercice 20 Intégrale d’une somme de fonctions

Pour x > 0, on pose f(x) =

+1X
n=1

1

n
p
1 + nx

.

1. Justi�er que l'on d�e�nit bien une fonction f sur R+
� par

l'expression pr�ec�edente.

2. Montrer que f est continue sur I =]0;+1[.

notons qu'il su�t de montrer le r�esultat sur tout seg-

ment de I

3. Montrer que f est int�egrable sur ]0; 1] et que

Z 1

0

f(t)dt =

+1X
n=1

2

n(1 +
p
n+ 1)

4. Montrer que f n'est pas int�egrable sur [1;+1[

Ch.7 Intégration et dérivation des suites et séries de fonctions 2/2


