Chapitre 7

Exercices

lycée A. Brizeux PC 2010-2011

I. Applications directes du cours

Interversion lim et / :
n

Théoreme de convergence dominée
Montrer que la suite (u,) définie par :

1 . n
tn = / 5 +)t2 dt admet une limite que l'on précisera.

II. A savoir rédiger

Exercice 3
400

a) Montrer que la fonction S : ¢ — Z t" est de classe C' sur
n=0
] —1,1] et calculer sa dérivée en tout point.

b)

n=1

= n(n —1)
¢) De méme calculer Z _—

n=2
Exercice 4

Soit f € C([1,¢],R).

2n72

1+1/n

Pour tout n € N*, on pose u, = n F(E™)dt
1

e
Montrer que 3 lim wu, = / @d
n——+00 1 T
Cas particulier : f:z— =

Exercice 5

Déterminer lim
n—-+oo }Qn[

(-5
taildt pour o <2

III. Exercices

Interversion D et Z

dérivation terme a terme

Théoreme de

n+1

Montrer que S : z — Z est dérivable sur R est cal-

culer sa dérivée en tout p01nt

Exercice 8

Calculer J, 4 = / t?(1—t)%dt; prouver que lim J,, =0;
[0,1] noteo

prouver que E JIn,n converge et donner sa somme sous forme

n>1
d’une intégrale que l'on calculera;

Exercice 9

Calfuler :
a) > _(1/n!) / (Int)"dt.
n—0 1,z]

Intégration, dérivation, de suites et séries de fonctions

Interversion " et / :

Théoreme d’intégration terme a terme

“+oo
7T2

On admet que Z =%

T
1 t
Montrer que/ Ldt -

Exercice 6

Soit a réel de ]0,7], et pour n € N*, f,, définie sur |0, n[= I
1 t
SR o 1 (a) = / Fa(t)dt

nt 10,a]
a) étudier 'intégrabilité de f sur I;

b) Calculer I, 11 (7) — I,—1(7), en déduire pour tout n, I, (7)
c) Trouver une relation entre I,(7m — a) et I,(a)
d) prouver lilil Inti(a) — In(a) =0 et

n—-oo

par fn(f) =

e) Calculer lim
w%+a)]Qd

sin(nt) gt et/ sint dt
10,+00]

+oo
b)> (-1 /[ )

(la fonction dzéta de Riemann) Pour tout n € N*, on définit

1
fn:Rf =R, 2+ —.
nz

On a vu au chapitre 5 que la série de fonctions Z fn converge

n>1
simplement sur |1,+oo[, et normalement sur tout [a,+o0],
pour a > 1. On note ( :]1, +0o[— R sa somme.

1) Montrer que la série de fonctions Z f), converge normale-
n>1

ment sur tout [a, +oo[, pour a > 1.

2)En déduire que ( est de classe C' sur |1, +oo[
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M. Roger

Exercices

lycée A. Brizeux PC 2010-2011

1) Soit Uy = (1—#t>4+t* + ...+ (=1)"t*N)dt; Calculer

s

[0,1/2]

lim wuy = X; puis donner la nature de la série Z(un -A)
N—+o0 >0
n

(14+t+t2+...+t")dt; Calculer lim Vy.

’1} N—+4oco

2) Soit Viy =

Démontrer que / —dt =
o 1+ £ Z (n+ 1

Soit (fn) suite de fonctions réelles définies sur [0, 1], pour

5 —z
n> 1, par fo(z) = W& T

)

=

ne + 1
a) Prouver que (f,) converge simplement vers une fonction f
sur [0, 1].
2
b) Prouver que Vn > 1, Vz € [0, 1], |fr(z)— f(z)| < z+ 1)

c) Calculer lim fa(t)dt
n——4oo [0’1}

IV. Pour aller plus loin

Soit z €]0, 7], et (un)n>1 la suite de fonctions définies sur R

par uy, : t — t" ‘sin(nz), ¥Yn > 1.
N

1) Pour tout N > 1, on pose Sy = Z ug. Montrer qu’il existe
k=1

une suite (Py)y>1 de fonctions polynémes telle que pour tout
Py (2)

N >ettoutteR, Sy(t) = ———.

> et tout ¢ € R, Sw(f) t2—2tcosa:+11

2)Prouver 'existence et calculer lim Sy (t)de.

N—+oo Jg
= sin(nz)
3) Calculer —
)G o

1) Justifier que pour n € N, z —

wn

(@2(1—2))' 7
sur ]0, 1. 2) Donner une formule de récurrence sur

xn
In :/ = dz.
pat (@1 —2))i73

3) Calculer Jy puis une expression de J, avec des factorielles

est intégrable

4) Calculer la limite de (J,,) & l'aide du théoréme de conver-

gence dominée.

Démontrer que les fonctions ¢
400 _ +oo

—— et 1, 40[—= R, =z — ———— sont
; 1+n? vl [ nz::o(lJrn)v£

définies et de classe C* sur [0, +oo[.

. 14t
Que vaut lim B
n—+o0 /g \/E + $2n
( distinguer deux cas pour a)

10, +o0[— R, =z —

Soit f définie sur R par
fiz— 4B(z) —2E(2z) + 1

a) Calculer u,, = g(nt)dt et Em Up ;

[0.1]
b) Pour g en escalier sur [0, 1] calculer lim g(t) f(nt)dt.
n——+00 [0,1]
c) Pour h continue sur [0, 1] calculer lim h(t) f(nt)dt.

n—-4oo [0,1]

V. Définir une fonction par une expression sommatoire

Etude d'une somme de fonctions

Pour tout n € N*, on pose :

l,n

n(z2" +1)°
1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur
n>1

fn i [0,+0[— R, z+—

D =0, 1[U]1, 400l
On note S la somme de cette série de fonctions.

2. Montrer que S est de classe C* sur D et étudier le signe
de S'(z) suivant les valeurs de z € D.

3. Montrer que S admet une limite en 1.

4, Montrer que la série Z fn converge normalement sur

n
[2, +00[. En déduire que S tend vers 0 en +o0.
5. Donner le tableau de variations de .S, puis tracer ’allure

de la courbe représentative de S.

Intégrale d’une somme de fonctions
1
Pour z > 0, on pose
pose f(= Z ny1l+nz

1. Justifier que 1'on définit bien une fonction f sur R} par
I'expression précédente.

2. Montrer que f est continue sur I =]0, +oo].
notons qu’il suffit de montrer le résultat sur tout seg-
ment de [

3. Montrer que f est intégrable sur |0, 1] et que

+00 2

[ f0u=3 =

4. Montrer que f n’est pas intégrable sur [1,4o00[
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