
Chapitre 14 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Intégrales à paramètre

I. A savoir JUSTIFIER : interversions de symboles

I.1 Interversion
Z

et lim
1.a) Majorations

Exercice 1Soit f : R+ ! R une appli
ation 
ontinue et born�ee sur R+.Montrer que F : x 7! Z +10 f(t)e�txdt est d�e�nie et tend vers0 en +1.
1.b) Théorème de continuité sous le signe

intégral

Exercice 2Pour x 2 R
�+, posons fx :℄0; 1℄! R; ln(1 + tx).Soit F : R+� ! R; x 7! Z 10 ln(1 + tx)dt1. Pour x 6= 0, montrer que fx(t) �t!0 x ln t.2. En d�eduire que F est d�e�nie et 
ontinue sur ℄0;+1[.

I.2 Interversion
Z

et D
2.a) Théorème de dérivation sous le signe

intégral sur un segment

Exercice 3Pour x > 0, on pose f(x) = Z 10 ett+ xdt.Montrer que f est d�e
roissante, 
ontinue et d�erivable sur R+� .
2.b) Théorème de dérivation sous le signe

intégral sur un intervalle quelconque

Exercice 4D�eterminer l'ensemble maximal (pour l'in
lusion) � tel queF : x 7�! Z +10 p1 + txe�t2 dt est d�e�nie, 
ontinue etd�erivable sur �.
II. A savoir rédiger

Exercice 5Justi�er que f : x 7! Z +10 e�txdt est d�erivable sur R+� et 
al
uler sa d�eriv�ee.
Exercice 6Soit ' : R+� ! R; x 7�! Z x3x2 (1 + 
os(tx))dt.1. En notant, pour x > 0, fx : t 7! 1 + 
os(tx) et Fx une primitive de fx, exprimer '(x) �a l'aide de Fx(x3) et Fx(x2).2. En d�eduire que ' est d�erivable sur R+� et 
al
uler sa d�eriv�ee.

III. Exercices

Exercice 7Etudier la fon
tion f : x 7! Z 2xx dtpt+ t3 , puis tra
er sa 
ourberepr�esentative Cf :On pourra montrer que pour tout x > 0,0 < f(x) � xpx+ x3 .
Exercice 8On pose f(x) = Z +11 dt(1 + t)tx .1) Etudier le domaine de d�e�nition D de f .2) Montrer que f est d�e
roissante sur D.3) Montrer que f est 
ontinue sur D.4) Donner une relation entre f(x+ 1) et f(x), pour x 2 D.5) Cal
uler f(n) pour n 2 N

�.

Exercice 9Soit f : x 7! Z +10 e�t2 
h(2xt)dt.1) Montrer que f est d�e�nie sur R.2) Montrer que f est de 
lasse C1 sur R et que :8x; f 0(x) = 2xf(x)3) En d�eduire que :8x; Z +10 e�t2 
h(2xt)dt = p�2 ex2 .
Exercice 10Etudier la fon
tion g : x 7! Z x2x dt1 + t2 , puis tra
er sa 
ourberepr�esentative Cg:( on pourra montrer que la fon
tion v : x 7! 2x+ 2x3 � 1� x4 s'annule en exa
-tements deux valeurs � et 
 que l'on ne 
her
hera pas �a 
al
uler. Pour le tra
�e, onadmettra � � 0; 4 et 
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IV. Pour aller plus loin

Exercice 11 Transformée de Laplace du sinus cardinalSoit f : R+ �! R; t 7�! 8<: sin tt si t > 01 si t = 0 .1. Montrer que I(A) = Z A0 sin tt dt poss�ede une limite �nielorsque A tend vers +1.2. En remarquant quej sin tj � sin2 t = 12(1� 
os(2t)); 8t 2 R,montrer que f n'est pas int�egrable sur R+.3. Soit ' : R+� �! R; x 7�! Z x0 f(t)e�xt dt.Montrer que ' est d�e�nie et de 
lasse C1 sur R+� .4. (a) Montrer que : 8x > 0; '0(x) = �11 + x2 .(b) Montrer que : 8x > 0; j'(x)j � 1x .(
) En d�eduire que 8x > 0; j'(x) = �2 �Ar
tanx
Exercice 12Pour tout r�eel positif x, on pose :f(x) = �Z x0 e�t2 dt�2g(x) = Z 10 e�x2(1+t2)1 + t2 dt1. Montrer que f est d�e�nie et d�erivable, et exprimer sad�eriv�ee sous forme d'int�egrale.2. Montrer que g est d�e�nie et d�erivable, et exprimer sad�eriv�ee sous forme d'int�egrale.3. Montrer que pour tout x � 0, f 0(x) + g0(x) = 0.4. En d�eduire que pour tout x � 0, f(x) + g(x) = �4 .5. Montrer que limx!+1 g(x) = 0.6. Montrer que Z +10 e�t2dt existe.7. Con
lure que Z +10 e�t2dt = p�2 .

Exercice 13Soient A = [0;+1[, I = [0;+1[, etF : A� I ! R; (x; t) 7! xe�xt. Montrer que :1) pour tout t 2 I , 't : x 7! F (x; t) est 
ontinue.2) pour tout x 2 A,  x : t 7! F (x; t) est 
ontinue par mor-
eaux.3) pour tout x 2 A,  x est int�egrable sur I .4) f : A! R; x 7! ZI F (x; t)dt n'est pas 
ontinue sur A.
Exercice 14 la fonction GammaOn 
onsid�ere la fon
tion� :℄0;+1[; x 7! Z +10 tx�1e�t dt1) Justi�er la d�e�nition 
i-dessus, puis �etudier sa 
ontinuit�e.2) Cal
uler �(1).3) Montrer que pour tout x > 0,�(x+ 1) = x �(x) (?).4) En d�eduire que pour tout n 2 N, �(n + 1) = n!5) Montrer que � est de 
lasse C2 sur R et 
al
uler �(2).6) Montrer que � est 
onvexe sur ℄0;+1[7) A l'aide de (?), montrer que �(x) �x!0+ 1x .8) En formant le quotient �(x)x , montrer que la 
ourberepr�esentative de � admet une bran
he parabolique de dire
-tion (Oy) en +1.9 a)En utilisant l'in�egalit�e ln(1 + u) � u pour tout u > �1,montrer que :8n 2 N; 8t 2 [0; n℄; 0 � e�t ��1� tn�n � t2n e�t9b) En d�eduire quelimn!+1 Z n0 tx�1�1� tn�n dt = Z +10 e�ttx�1dt:9
) Montrer que �(x) = limn!+1 n!nxx(x+ 1) : : : (x+ n)
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