Chapitre 14

Exercices

lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Intégrales a parametre I

I. A savoir JUSTIFIER : interversions de symboles

1.1 Interversion / et lim

l.a) Majorations

Exercice 1

Soit f : R — R une application continue et bornée sur R™.

+oo
Montrer que F' : z / f(t)e7*®dt est définie et tend vers
0

0 en +o00.

1.b) Théoréme de continuité sous le signe
intégral

Exercice 2

Pour z € R, posons f; :|0,1] = R, In(1 +¢*).
1
Soit F: Ry - R, z+ / In(1 +¢*)dt
0
1. Pour z # 0, montrer que f(¢) Kool Int.
—

2. En déduire que F est définie et continue sur ]0, +oo].

II. A savoir rédiger

Exercice 5

1.2 Interversion / et D

2.a) Théoréme de dérivation sous le signe
intégral sur un segment

Exercice 3
e

1
P 0 =
our z > 0, on pose f(z) /o iTa

Montrer que f est décroissante, continue et dérivable sur R .

t
dt.

2.b) Théoréme de dérivation sous le signe
intégral sur un intervalle quelconque

Exercice 4

Déterminer l'ensemble maximal (pour l'inclusion) A tel que
+oo
F @z +— \/1—I-t:ce_t2 dt est définie, continue et

0
dérivable sur A.

+oo
Justifier que f:z — / e *®dt est dérivable sur R; et calculer sa dérivée.
0

Exercice 6

$3
Soit o : Ry = R, z+— / (1 + cos(tz))dt.
z2

1. En notant, pour z > 0, f; : ¢+ 1 4 cos(tz) et F}, une primitive de f,, exprimer ¢(z) & 'aide de F,(z3) et Fy(z?).

2. En déduire que ¢ est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

I11.

2z
Etudier la fonction f : 2 — /
T

Exercices

dt
ViFts

puis tracer sa courbe

représentative Cy.
On pourra montrer que pour tout z > 0,

0<f(1)§ﬁ-

Exercice 8

ot
O = —_—.
n pose f(iL‘) /1 (1 + t)t:z:
1) Etudier le domaine de définition D de f.

2) Montrer que f est décroissante sur D.

4) Donner une relation entre f(z + 1) et f(z), pour z € D.

)
)
3) Montrer que f est continue sur D.
)
5) Calculer f(n) pour n € IN*.

Ch.14 Intégrales a parametre

Exercice 9
+oo

Soit f:z — et ch(2zt)dt.
0
1) Montrer que f est définie sur R.
2) Montrer que f est de classe C! sur R et que :
vz, f(z) = 2zf(z)
3) En déduire que :

+oo
vz, / et ch(2zt)dt = gemz.
0

dit

2
T
Etudier la fonction g : z — / 72 puis tracer sa courbe
T

représentative Cj,.
( on pourra montrer que la fonction v : z — 2z + 22% — 1 — z* s’annule en ezac-
tements deut valeurs 3 et -y que l’on ne cherchera pas d calculer. Pour le tracé, on

admettra B ~ 0,4 ety X 1,7)
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IV. Pour aller plus loin

Transformée de Laplace du sinus cardinal

sint 50
Soit f:RT — R, t— 4 ¢ O :
1 sit=0

4 sint o .
1. Montrer que I(A) = / —~ dt posséde une limite finie

lorsque A tend vers +oo.
2. En remarquant que
. . 1
|sint| > sin®t = 5(1 — cos(2t)), Vt € R,
montrer que f n’est pas intégrable sur R*.
CB
/ f(t)e = dt.
0

Montrer que ¢ est définie et de classe C* sur R} .
-1

1422’

3. Soit p: Rf — R, z+—

4. (a) Montrer que : Vz >0, ¢'(z) =

(b) Montrer que : Vz > 0, |¢(z)| <

8|~

(c) En déduire que Vz > 0, |p(z) = g — Arctanz

Pour tout réel positif 2, on pose :

o= ([ a)

1 g—2?(14¢%)
= —dt
9(2) /0 1+ 82

1. Montrer que f est définie et dérivable, et exprimer sa
dérivée sous forme d’intégrale.

2. Montrer que g est définie et dérivable, et exprimer sa
dérivée sous forme d’intégrale.

3. Montrer que pour tout z > 0, f'(z) + ¢'(z) = 0.

4. En déduire que pour tout z > 0, f(z) + g(z) = g

5. Montrer que lim g(z)=0.
z—+o00

+oo R
6. Montrer que / et dt existe.
0

JT

+oo 5
7. Conclure que / e tdt = 5
0

Ch.14 Intégrales & parameétre

Soient A = [0, +o0[, I = [0, +o0], et

F:AxI—=R, (z,t) — ze ®. Montrer que :

1) pour tout ¢t € I, ¢; : z — F(z,t) est continue.

2) pour tout z € A, ¥, : t — F(z,t) est continue par mor-
ceaux.

3) pour tout z € A, 9, est intégrable sur I.

4) f:A—=-R, z— /F(m,t)dt n’est pas continue sur A.
I

la fonction Gamma

On considere la fonition
oo

I':]0, +o0[, 2+ / t= et dt

1) Justifier la définition ci-dessus, puis étudier sa continuité.
2) Calculer I'(1).

3) Montrer que pour tout z > 0,

Ne+1)==z(z) (%)

4) En déduire que pour tout n € N, I'(n + 1) = n!

5

)

) Montrer que T" est de classe C* sur R et calculer re,
6) Montrer que I' est convexe sur ]0, +00[

)

1
7) A 'aide de (), montrer que I'(z) ~ e

z—0t
. I(z
8) En formant le quotient L, montrer que la courbe

représentative de [' admet une granche parabolique de direc-
tion (Oy) en +oo0.

9 a)En utilisant l'inégalité In(1 + u) < w pour tout u > —1,
montrer que :

t\"  t?
VneWN, Vte[0,n], 0<e® — (1——) < et
n n

9b) En déduire que

n t n —+o00
lim gzt (1 — —) dt :/ e tt® 1dt.
n—-+0o0o ) n 0

. nln®
9c) Montrer que I'(z) = nll)ar-loo Py P Py
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