
Chapitre 1 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Intégrales impropres, fonctions intégrables.

I. Applications directes du cours

Exercice 1
Soient B > 1, " 2]0; 1[ et 
 2 R.

a) Calculer
Z B

1

1
t


dt et
Z 1

"

1
t


dt .

b) En d�eduire que f
 : R+� ! R; x 7! 1
x


est int�egrable sur
[1;+1[ si et seulement si 
 > 1:

c) De même, montrer que f
 : R+� ! R; x 7! 1
x


est
int�egrable sur ]0; 1] si et seulement si 
 < 1:

Exercice 2

Soit k < 0 �x�e. Justi�er l'existence puis calculer
Z +1

0
ekt dt.

II. A savoir rédiger

Exercice 3

Soit f :]0;+1[�! R; x 7! sinx
x+ x2 :

a) Justi�er la continuit�e de f sur R+� .
b) Donner un �equivalent de f au voisinage de 0. En d�eduire que f

est int�egrable au voisinage de 0.
c) Dominer f au voisinage de +1 par une fonction int�egrable au

voisinage de +1.
d) Conclure que f est int�egrable sur R�+

Exercice 4

Soit g :]0;+1[�! R; x 7! ln(1 + x)
x
p
x+ x2 :

a) Justi�er la continuit�e de g sur R+� .
b) Donner un �equivalent de g au voisinage de 0. En d�eduire que f

est int�egrable au voisinage de 0.
c) Dominer g au voisinage de +1 par une fonction int�egrable au

voisinage de +1.
d) Conclure que g est int�egrable sur R�+

III. Exercices

Exercice 5

Etudier l'int�egrabilit�e sur I = R+� de f : x 7! ln(x+ 1)
(1 + x2)

p
x

.

Exercice 6
Etudier l'int�egrabilit�e sur I = [1;+1[ de f o�u f(x) vaut :

a)
sinx

x3 ln(1 + x)
;

b) ln(e�x + x), selon les valeurs de � ;

Exercice 7
Etudier l'int�egrabilit�e sur I = [1;+1[ de x 7! x�n lnx, avec
n 2 N�.
Exercice 8

Montrer que
Z +1

0

sin t
t

dt converge. ( utiliser les suites

(uN ) = (
Z 2N�

0

sin t
t

dt) et (vN ) = (
Z (2N+1)�

0

sin t
t

dt) )

IV. Pour aller plus loin

Exercice 9 Intégrales de Bertrand

Soient (�; �) 2 R2, et f�;� : x 7! 1
x�(lnx)�

.

a) Pour � > 1, remarquer que 1 <
1 + �

2
< �, puis jus-

ti�er que f(x) =
x!+1 o

�
1

x
1+�

2

�
. Conclure que f�;� est

int�egrable sur [2;+1[

b) Pour � < 1, remarquer que 1 >
1 + �

2
> �, puis justi�er

qu'au voisinage de +1, f(x) � 1
x

1+�
2

.

Conclure que f�;� n'est pas int�egrable sur [2;+1[
c) Pour � = 1, montrer que f1;� est int�egrable sur [2;+1[ si

et seulement si � > 1. (on pourra faire un changement de variable)

Exercice 10 intégrale “semi-convergente”

Soit h : x 7!
8><>:

1
x

si E(x) est pair

� 1
(x� 1)

si E(x) est impair
.

a) Montrer que : 8n 2 N�;
Z 2n+2

2n
jh(x)jdx = 2

Z 2n+1

2n

1
x

dx.

b) Montrer que pour tout N 2 N�,
Z N

2
jh(x)jdx �

Z N

2

1
x

dx.

En d�eduire que h n'est pas (absolument) int�egrable sur I.

c) Montrer que : 8N 2 N�,
Z N

2
h(x) dx = 0

d) En encadrant B=2, montrer que :8B > 2; j
Z B

0
h(x) dx �Z 2E(B=2)

0
h(x) dxj � 2

2E(B=2)
:

e) Conclure que l'int�egrale
Z +1

2
h(x) dx est convergente, sans

que h soit int�egrable sur [2;+1[.Ch.1 Intégrales convergentes, fonctions intégrables. 1/1


