Exercices

Séries entieres I

I. Applications directes du cours

Chapitre 9 lycée A. Brizeux, PC 2010-2011

Exercice 1

Donner le rayon de convergence et la somme des séries

entiéreslz
a) Z 2—nz”;b) an"; c) 23"2";
n>0 n>0 n>0

II. A savoir rédiger

Exercice 3

Soit z €] — 1,1]
n

“+o00
1. Montrer que Zm— = —In(l — 2), puis calculer
n
=1
ooy - "
Z nan’
n=1
400 z too
2. Montrer que Z nz" = ——— Puis calculer Z —;
n=1 (1 o .’B) n=1 2n
+o00 2
2z T
3. Montrer que nZz" = +
e ) (1—2¢ (1-a)

5, puis cal-

n=1
+oo o

culer Z 722_" ;

n=1

III. Exercices

Exercice 6

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére
Z a,2", avec a, = :

1 n 1 (=1)" si n pair
—=ib) i) i d)
vn Inn+1

e) (=1)" i 1) ﬂ our € R fixé;
2n+1)en+3)’ ) n P ’

Exercice 7

Développer en série entiére sur un voisinage de l'origine

a) T 1
er'n: 2—nmnlmpa1r

] — a, a], les fonctions suivantes :

LA =l
b) h:z — (sinz)?

Exercice 8

A T'aide de la régle de d’Alembert, déterminer le rayon de

L. N chn ,,
convergence de la série entiére E —
shn
n>1
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Exercice 2

Donner le rayon de convergence et la somme de la série

_1)n
entiére Z (=1) FAL

n!

Exercice 4

Trouver la solution F' développable en série entiére au voisi-
nage de 0 de 'équation différentielle zy” + 3y’ — 423y = 0,
vérifiant la condition initiale F'(0) = 1 et F'(0) = 0.

Exercice 5

Montrer que la fonction f : z —

h(3

sh(3z) est DSE sur un
shz

intervalle ouvert centré en 0, et donner son rayon de conver-

gence.

Exercice 9

Pour a réel positif non nul étudier la convergence sur | —1, 1]

de Z(—l)"m‘m ;
n>0
donner un majorant de la valeur absolue du reste d’ordre N

sur [0, 1] et prouver que

/1 dz _*2”(—1)"
o 14z 14+an’

n=0

Montrer que pour tout z € C, |cosz| < ch|z]|.

Résoudre sur R 1'équation sinz = shz.

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série

1
E nt z".
n!
n>0
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IV. Pour aller plus loin

1) Rappeler l'expression des dérivées des fonctions Arctan
et Argth.

2) En déduire que ces deux fonctions sont développables en
série entiére sur | — 1, 1], et donner leur expressions somma-
toires.

3)Déterminer le rayon de convergence et la somme de la

n
’ Y ’ m
série entiere réelle g _—

4n2 —1°
n>0

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série
entiére E u,2", oll pour tout n € IN on pose
n>0

unz/d“t_n“‘“_n+1hu
0

n!

Soient ag et by deux éléments de C. On définit deux suites

(an) et (bn) en posant, pour tout n € N : 4a,1 = an + 3b,
et 4b,11 = 12a, + by,.
Déterminer rayon de convergence et somme des séries

Z anz™ et Z bnz™.

n>0 n>0

Trouver le rayon de convergence de la série entiére
3n

réelle Z z et sa somme en cherchant une équation
= (3n)!
différentielle du 3e ordre qu’elle vérifie.

Notons Hy = 1, et pour tout k € IN¥,
XX-1)...(X—-k+1
Ay = XL )w( ) e mix].

Ch.9 Séries entieres

1) Pour k > 0 entier fixé, terminer le rayon de convergence

de la série entiére E Hi(n)z", et calculer la somme de cette
n>0
série entiére en tout point du disque ouvert de convergence.

2) Soit n € IN. Justifier (en une ligne) que (Hy,..., Hy,) est
une base de R, [X].
3) En déduire le rayon de convergence et la somme de la
série 2:(77,3 +2n+1)2".

n>0

Soient Z anz" et Z b,z deux séries entiéres de rayons
n>0 n>0

de convergence respectifs R et R’', justifier que :

1) s'il existe N € IN tel que : Vn > N, |an| < |by|, alors

R <R.

2) a) comparer R etR' lorsque a, ~ by}
n—-+4oo

b) montrer que Z a,bpz™ a un rayon de convergence R”
n>0
tel que R” > RR';
c) montrer que le rayon de convergence de Z alz™ est R3;
n>0
d) montrer que le rayon de convergence de Z anz’™ est

n>0
vR;

Soit R > 0, et Z a, 2" une série entiére de rayon de conver-
n>0
gence R. On suppose que Z |an|R™ converge. Montrer que

n>0
+oo
S:zr— Z a,2" est définie et continue sur le disque fermé
n=0
D¢(0, R).

2/2



