
Chapitre 5 Exercices lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Suites et séries de fonctions

I. Applications directes du cours

Exercice 1

Pour tout n 2 N, on pose fn : R! R; t 7!
�

1 +
t
n

�n
. Mon-

trer que la suite (fn)n�0 converge simplement sur R vers la
fonction exp.

Exercice 2
Soit f :] � 1; 1[! R; x 7! 1. Pour tout n 2 N, on pose
fn :]� 1; 1[! R; x 7! 1� (cos(�x))n.
1) Notons J =] � 1; 0[[]0; 1[. Montrer que (fn) converge sim-
plement vers f sur J .
2) (fn) converge-t-elle simplement vers f sur ]� 1; 1[ ?
3) Montrer que l'on peut approcher f uniform�ement sur H =
[1=4; 1=2] �a l'aide d'�el�ements de la suite (fn).

Exercice 3
Soit I =]� 1; 1[. Pour tout n 2 N, on pose
fn : I ! R; x 7! xn. Etudier la convergence normale sur I de
la s�erie de fonctions

X
fn.

Même question en restriction �a J = [�1=2; 1=2].

Exercice 4 Interversion
X

et lim : Théorème de la
double limite
Pour tout n 2 N, on pose un : R+ ! R; x 7! x

1 + xn(n+ 1)

1. Montrer que la s�erie num�erique
X
n�

1
n(n+ 1)

converge et

que sa somme vaut 1.
2. Justi�er que la s�erie de fonctions

X
n�0

un converge nor-

malement sur R+.
3. En d�eduire l'existence et la valeur de

lim
x!+1

+1X
n=1

x
1 + xn(n+ 1)

:

II. A savoir rédiger

Exercice 5
1) Montrer que la s�erie de fonctions

X
n�1

fn, o�u fn est d�e�nie

pour x 2 [0;+1[ par fn(x) =
nx

n4 + x2 converge simplement

sur R+. On note S sa somme.
2) Pour tout n � 1, calculer kfnk1.
3) La s�erie

X
n�1

fn converge-t-elle normalement sur R+ ? Nor-

malement sur tout segment de R+ ?
4) Montrer que la fonction S est continue sur R+, puis calculer

lim
x!+1S(x).

Exercice 6 la fonction dzêta de Riemann
Pour tout n 2 N�, on d�e�nit

fn : R+� ! R; x 7! 1
nx

et gn : R+� ! R; x 7! (�1)n

nx
.

1) Montrer que la s�erie de fonctions
X
n�1

fn converge sim-

plement sur ]1;+1[, et normalement sur tout [a;+1[, pour
a > 1. On note � :]1;+1[! R sa somme.
2) Montrer que la s�erie de fonctions

X
n�1

gn converge sim-

plement sur [1;+1[, et normalement sur tout [a;+1[, pour
a > 1. On note � :]1;+1[! R sa somme.
3) Montrer que pour tout x > 1, on a
� (x) = (21�x � 1)�(x):

III. Exercices

Exercice 7
Pour chaque suite de fonctions dans F(I;R), �etudier la conver-
gence simple sur I vers une �eventuelle fonction limite :
a) I = [0; 1], 8n 2 N; fn : x 7! n(1� x)n ;
b) I = [0; �=2], 8n 2 N; gn : x 7! (cosx)n ;

c) I = [0; 1], 8n 2 N; hn : x 7! 1
1 + n2x2 ;

d)I = [0; 1], 8n 2 N; in : x 7! nx
1 + n2x2 ;

e)I = [�1=2; 1=2], 8n 2 N; jn : x 7!
2nX
k=n

xk.

en cas de convergence, on peut se demander si l'on peut approcher uni-

form�ement la limite �a l'aide d'�el�ements de la suite

Exercice 8
Justi�er que l'on d�e�nit bien une fonction de classe C0 en po-

sant f : t!
+1X
n=1

sin(nt)
n2 . V�eri�er que f est 2�-p�eriodique.

Exercice 9
D�eterminer l'ensemble de d�e�nition de la fonction

g : x 7�!
+1X
n=0

xn.
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Exercice 10
D�eterminer l'ensemble de d�e�nition de la fonction

f : x 7�!
+1X
n=1

1
x+ n2 .

Exercice 11
D�emontrer que les fonctions ' :]0;+1[! R; x 7!
+1X
n=0

(�1)ne�nx
1 + n2 et  :]1;+1[! R; x 7!

+1X
n=0

(�1)n

(1 + n)x
sont

d�e�nies et continues sur [0;+1[

Exercice 12
Soit A > 0, et I = [0; A] � R+. Pour tout n 2 N�, on pose
fn : I ! R; x 7! ln(1 +

x
n

).

1. En utilisant l'in�egalit�e 0 � ln(1 + u) � u valable sur R+

, montrer que (fn)n�1 converge simplement sur I vers la
fonction nulle, not�ee ~0.

2. Retrouver ce r�esultat en majorant jfn(x)� ~0(x)j �a l'aide
de l'in�egalit�e des accroissements �nis.

3. Etudier la convergence de la s�erie de fonctions
X
n�1

fn sur

I.

Exercice 13
Soit f 2 C0([0; 1];R).

(a) Justi�er qu'il existe une suite (PN ) de fonctions po-
lynômes telle que :
8" > 0; 9N0; 8N � N0; kf � PNk1;[0;1] � " (?)
(on pourra utiliser le th�eor�eme de Weierstra�)

(b) Justi�er que : 8N 2 N;
Z 1

0
jf(t)j2dt

�
Z 1

0
jf(t)PN (t)jdt+

Z 1

0
jf(t)(f(t)� PN (t))jdt

(c) Justi�er que jf j est born�ee par une constante M sur
[0; 1].

(d) Soit " > 0 et N0 associ�e comme dans (?).
Montrer : 8N � N0,

0 �
Z 1

0
jf(t)(f(t)� PN (t))jdt �M"

(e) On suppose dans cette question que :

8k 2 N;
Z 1

0
xkf(x)dx = 0. Montrer que jf j2 puis f

sont identiquement nulles

Exercice 14
Soit f : R 7! C une fonction continue 2�-p�eriodique.

Prouver que si 8k 2 N;
Z 2�

0
e�ikxf(x)dx = 0 alors f est

identiquement nulle (on pourra utiliser le th�eor�eme de
Weierstra�).

IV. Pour aller plus loin
Exercice 15

Soient f 2 C([0; 1]), (pn) une suite de fonctions polynomiales telle que lim
n!+1 sup

[0;1]
jpn(x)� f(x)j = 0, ` 2 [0; 1] et (xn) 2 [0; 1]N une

suite de r�eels telle que lim
n!+1xn = `. Montrer que lim

n!+1 pn(xn) = f(`)

Exercice 16

Soit A =
�
't : [0; 1]! R; x 7! 1 + tx

1 + x2 ; t > 0
�

. Montrer que la fonction f : [0; 1] ! R; x 7! 1
1 + x2 peut être approch�ee uni-

form�ement par les �el�ements de A.

Exercice 17
Soit x 2]0; �[, et (un)n�1 la suite de fonctions d�e�nies sur R par un : t 7! tn�1 sin(nt); 8n � 1.

1) Pour tout N � 1, on pose SN =
NX
k=1

uk. Montrer qu'il existe une suite (PN )N�1 de fonctions polynômes telle que pour tout N �

et tout t 2 R, SN (t) =
PN (t)

t2 � 2t cosx+ 1
:

2) Justi�erer l'existence et calculer lim
N!+1

Z 1

0
SN (t)dt:

3) Calculer
+1X
N=1

sin(nx)
n

:
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