Chapitre 3

Exercices

lycée A. Brizeux PC 2010-2011

Séries de nombres réels ou complexes I

I. Applications directes du cours

Vrai ou Faux

a) on ne change pas la nature d’une série en changeant un

nombre fini de termes.

b) Si Zun converge, alors Zqu et Zqu+1 convergent.
c) Si ZU2P et Zu2p+1 convergent alors Zun converge.
d) Siu, =

n——+0oo

. 1 L.
e)Sivrn e, u, < el alors la série Zun converge.

Exercice 2

Soit @ > 0 et (un)n>0 = (a")n>0. Calculer les sommes par-

1 L
O(ﬁ)’ alors la série Z Up, COLLVErge.

N
tielles Sy = Zai, pour N € IN. Nature de Zun

1=0

II. A savoir rédiger

Exercice 5

Dounner la nature des séries de terme général :

_ (n+1\" ) _nl LT
Un = | avec(n22),vn_4—n,wn_sm(ﬁ),

Zn= Ty = (W—\/ﬁ)ﬁ;zn: <1n(n+1) —1)n;

nm Inn

t B 2n d:I:
" /n 1+ z3/2°
III. Exercices

Exercice 7

Démontrer que la série de Bertrand de parameétres o et §

1
définie par ———— converge si et seulement si a > 1
P 7;2 n%(lnn)B &

ou(a=1etB>1)

Exercice 8

Pour tout n € NN,
(n+1™ gin¢ (n+1)™ ) sin ¢
on pose U, = / —dt, et v, = / —dt.
nm t n t
1. Montrer que la série Zun converge. On notera £ la
n>0
somme de cette série.

2. A l’aide d'un encadrement par des sommes partielles de
B

™

.. . sin ¢
la série g Uy, montrer que lim ——dt = {. Com-
B—+oco 0 t
n>0
mentaire.

3. Soit k € IN. Montrer que pour tout ¢t € [km + 7 /4, k7w +

V2

3n /4], |sint| > -
4. En déduire une minoration de vg, pour tout k£ € IN.

5. Donner la nature de la série E vg. Commentaire.
k>0

Ch.3 Séries numériques

Exercice 3

Etudier la convergence des séries de terme général :

Unp =

n(n+1)
o 1 1
n pourra remarquer que == - .
P auerq nn+1l) n (n+1)
xn

Un =y, pour z réel positif fixé.

Exercice 4

1
Sachant que Z — est convergente, que pensez-vous de la na-

. n
ture des séries suivantes ?
E Upn, POUr v, = Z + w3

E Wy, POUTr W, = ) si n est pair, w, = 0 sinon.

Exercice 6

Donner la nature des séries suivantes de terme général :

) 1+ \/izos(nﬂ) ) (—1);1Z Inn Ol (\/ﬁ_:_/%_l)n>

o

RCE)

avec o € C;

Exercice 9

Soit (u,) une suite de réels. Comparer la nature des séries a

termes positifs

4. Zln(l + up)

En utilisant des intégrales, donner un encadrement et un
équivalent en +oo des sommes partielles d’ordre n des séries

suivantes de terme général u,, :

1. up,=1/n% (0< a<1);
2. up=lnn/n
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Discuter selon la valeur des parameétres réels a, b, o, 3 la nature
(na)™ am
; b) =3¢
n+p0

des séries suivantes de terme général : a)

n!
n n 1/n
av™: d)kljl ¥a; e) Arccos (1 m n"‘) ; ) /o Arcsin(z)%dz.
g) aduii ¥

En utilisant des séries étudier la convergence des suites
n

" lnk lon 1
Sp = — - —, et t, =
k=2 k 2 ; 1+n

— Argshn.

Soit (a,) une suite décroissante de termes positifs telle que
Z a, converge, étudier la série Zn(an — Gpy1) en déduire

lim na, =0.
n—-+00

IV. Pour aller plus loin

Soit Zun une série a termes strictement positifs telle que

un+1

A .
=1—-— 4+ v, o A est réel et Zvn est une série
n

Un
absolument convergente
Un41

A
1. Pour tout n, on pose wy, = In( ) + —. Prouver que
n

Un

E w,, est une série absolument convergente.

A
2. En déduire que u, ~ —, pour un réel A > 0.
n—+oco n

1.3.5.....(2n — 1)\*
3. EtudierZ( 32)26 (?2n) )> , pour a € RY

Ch.3 Séries numériques

Prouver que Z
n>0
déterminer un entier N, pour que S — Sy < 1072, en déduire

(="

-1
n+1

converge. En notant S sa somme,

une valeur approchée de S & 2.1072 pres.

n
. 1,
1) Soit n € IN*, on pose s, = E z ; démontrer que pour tout
k=1

1 S| 1
ke IN* . il < /k Edt < 7 0 déduire que s, ~ lnn
quand n tend vers +o0;
2) Pour n € IN*, on pose u, = s, — lnn , démontrer que (uy)
est une suite décroissante convergente de limite notée v, prou-
verque s, = Inn+vy+o(1);

n—-4o00

n
_ (_1)k+1
3) Pour n € N* o, = ,;,1 —

, démontrer que

1 n

1—(-=x) .

On = de, et que (o,) est une suite convergente
z

et calculer sa limite ; retrouver ce résultat en remarquant que

O2n = S2n — Sn,

Prouver que pour tout n € IN* ’équation Inz = z —n, a une

solution unique dans [1, +oo[ notée z,, étudier la nature de
Z(mn)a, pour o réel.

Soient E Un, g v, deux séries a termes strictement posi-
tifs convergentes, démontrer que les séries de terme général

UnUn
an = /UnvUy, et b, = ———— sont convergentes.
Up + Un
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