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Devoir Maison n�14 pour le mercredi 03/03/2010

Ce devoir maison peut être cherché et rédigé à plusieurs. Au besoin, revoyez le chapitre sur les séries de Fourier pour traiter la partie I.
Les résultats de la partie II peut être admis pour traiter la partie III

PARTIE I

Pour tout nombre réel u 2]0; 1[, on dé�nit la fonction 'u de la variable réelle t par :
-Pour tout t 2 [��; �[, 'u(t) = cosut,
-La fonction 'u est périodique de période 2�.

Soit 1
2
a0(u) +

+1X
n=1

an(u) cosnt la série de Fourier de la fonction 'u.

I.1 Calculer an(u) pour tout n 2 N.
La fonction 'u est-elle égale en tout point de R à la somme de sa série de Fourier ?

I.2 En déduire pour tout u 2]0; 1[, l'égalité :

� cos�u
sin�u

� 1
u

=
+1X
n=1

2u
u2 � n2 :

I.3 Montrer que la série de fonctions de terme général un(x) = ln
 

1� x2

n2

!
, n 2 N�, converge simplement

sur [0; 1[, et que la série de fonctions de terme général u0n(x) converge normalement sur tout segment
[0; a] � [0; 1[.

En déduire une expression de
+1X
n=1

un(x) pour tout x 2 [0; 1[.

I.4 Soit (sn)n2N la suite de fonctions dé�nies pour tout x 2 R par la récurrence :

s0(x) = x; sn(x) =
 

1� x2

n2

!
sn�1(x) pour tout n 2 N�:

I.4.1 Montrer que la suite de fonctions (sn)n2N converge simplement sur R.
Nous noterons s sa limite.

I.4.2 Montrer que pour tout n 2 N� et tout x 2 R, avec x 6= n, on a

sn(x+ 1) =
x+ n+ 1
x� n sn(x):

En déduire que s(x+ 1) = �s(x) pour tout x 2 R.
I.4.3 Calculer s(x) pour tout x 2 [0; 1[.
En déduire que pour tout x 2 R on a s(x) =

sin�x
�

.
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PARTIE II

On considère la suite (fn)n2N� de fonctions dé�nies pour tout x 2 R par :

fn(x) =
n�x

(n� 1)!
x(x+ 1) : : : (x+ n� 1) =

n�x
(n� 1)!

n�1Y
k=0

(x+ k):

II.1 .
II.1.1 Soit p 2 N un nombre entier naturel. Déterminer lim

n!+1 fn(�p).
II.1.2 On suppose que x n'est pas un nombre entier négatif ou nul.
Montrer que la suite (fn(x))n2N� converge vers une limite non nulle ( on pourra considérer la série de
terme général ln

fn+1(x)
fn(x)

, dé�nie à partir d'un certain rang Nx que l'on déterminera en fonction de
x).
Nous noterons f la fonction lim

n!+1 fn, dé�nie sur R tout entier.
II.2 Montrer que pour tout x 2 R on a f(x) = xf(x+ 1).
Calculer f(1) et en déduire f(n) pour tout n 2 N�.

PARTIE III

Soit � la fonction de la variable réelle x dé�nie par �(x) =
Z +1

0
e�ttx�1 dt.

III.1 Déterminer le domaine de dé�nition D de � et montrer que � est indé�niment dérivable sur D.
III.2 Pour tout x 2]0;+1[ et tout n 2 N� on pose Gn(x) =

Z n

0

�
1� t

n

�n
tx�1 dt.

III.2.1 On pose gn(x) =
Z 1

0
(1 � u)nux�1 du. Déterminer une relation entre gn(x) et gn�1(x + 1) et en

déduire l'expression de gn(x) en fonction de x et n.
En déduire que Gn(x) =

n
(n+ x)fn(x)

.

III.2.2 Montrer que pour tout t 2 [0; n] on a les inégalités e�t �
�

1� t
n

�n
et

et �
�

1 +
t
n

�n
. En déduire que l'on a 0 � e�t�

�
1� t

n

�n � e�t "1�  1� t2

n2

!n#
pour tout t 2 [0; n].

III.2.3 Montrer, par récurrence sur n, que l'on a (1� a)n � 1� na pour tout a 2 [0; 1] et tout n 2 N�.
En déduire que pour tout t 2 [0; n] on a les inégalités :

0 � e�t �
�

1� t
n

�n � t2e�t
n

:

III.2.4 Déduire de ce qui précède la limite, pour x 2]0;+1[, de Gn(x) lorsque n tend vers +1 et
exprimer f(x) en fonction de �(x) pour x 2]0;+1[.

III.3 Montrer que f est indé�niment dérivable sur R.
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