e DEVOIR MAISON No 1 4: pour le mercredi 03/03/2010

Ce devoir maison peut étre cherché et rédigé a plusieurs. Au besoin, revoyez le chapitre sur les séries de Fourier pour traiter [a partie I.

Les résultats de la partie 11 peut étre admis pour traiter la partie 111

PARTIE 1

Pour tout nombre réel u €0, 1], on définit la fonction ¢, de la variable réelle ¢ par :
-Pour tout ¢ € [—7, [, p.(t) = cosut,

-La fonction ¢, est périodique de période 2.
+o0

1
Soit an(u) + 3 a,(u)cosnt la série de Fourier de la fonction ¢,,.

n=1
I.1 Calculer a,(u) pour tout n € IN.
La fonction ¢, est-elle égale en tout point de R a la somme de sa série de Fourier ?
I.2 En déduire pour tout u €]0, 1[, I’égalité :
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1.3 Montrer que la série de fonctions de terme général u,(z) = ln (1 — :n2>, n € IN*, converge simplement
n

sur [0, 1], et que la série de fonctions de terme général u, (z) converge normalement sur tout segment

[0,a] C [0,1].
+oo

En déduire une expression de )  u,(z) pour tout z € [0,1].
n=1

1.4 Soit (s,)nen la suite de fonctions définies pour tout z € R par la récurrence :

2
so(z) = z, sn(z) = <1 - :’2) Snp—1(z) pour tout n € IN*.

1.4.1 Montrer que la suite de fonctions (s,),cn converge simplement sur R.
Nous noterons s sa limite.
1.4.2 Montrer que pour tout n € IN* et tout z € R, avec z # n, on a
z+n+1
Splz+1) = — s, ().
(@+1)="""" s (a)
En déduire que s(z + 1) = —s(z) pour tout z € R.

1.4.3 Calculer s(z) pour tout z € [0, 1].
sinmz

En déduire que pour tout z € R on a s(z) =
T



PARTIE II

On considére la suite (f,)ncn+ de fonctions définies pour tout z € R par :

n—1

[ (z+ k).

(n—1)! [

n-° n-°
)= ——z(z+1)...(z+n—-1) =
e ELGAR NCREL )
II.1 .
I1.1.1 Soit p € IN un nombre entier naturel. Déterminer lirf fu(—D).
n—+oo
I1.1.2 On suppose que z n’est pas un nombre entier négatif ou nul.

Montrer que la suite (f,(z))nen+ converge vers une limite non nulle ( on pourra considérer la série de
f n+1 (x

fn(z)

terme général In
Nous noterons f la fonction 1_1)&1 fn, définie sur R tout entier.

I1.2 Montrer que pour tout z € Ron a f(z) = zf(z + 1).
Calculer f(1) et en déduire f(n) pour tout n € IN*.

, définie a partir d’un certain rang N, que l'on déterminera en fonction de

PARTIE III

+oo
Soit I la fonction de la variable réelle z définie par I'(z) = / e ‘t* dt.
ITI.1 Déterminer le domaine de définition D de I' et montrer que I' est indéfiniment dérivable sur D.

n t\"
II1.2 Pour tout z €]0, +o0o[ et tout n € IN* on pose G,(z) = / (1 - n) t*~1 dt.
0

1
II1.2.1 On pose g,(z) = / (1 — u)"u® ' du. Déterminer une relation entre g,(z) et g, 1(z + 1) et en
déduire I’expression de g,(z) en fonction de z et n.

(n +2)fa(z) o
I11.2.2 Montrer que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités e™* > (1 - n) et

En déduire que G,(z) =

n n?
II1.2.3 Montrer, par récurrence sur n, que ’on a (1 —a)™ > 1 — na pour tout a € [0, 1] et tout n € IN*.
En déduire que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités :

t\" t\" t2\"
et > (1 + n) . En déduire que 'ona 0 < et — (1 — ) <et [1 — (1 — > ] pour tout ¢ € [0, n].

n 2,—t
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n n
II1.2.4 Déduire de ce qui précéde la limite, pour z €]0,+oo[, de G,(z) lorsque n tend vers +oo et
exprimer f(z) en fonction de I'(z) pour z €]0, +o0|.

II1.3 Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R.



