e DEVOIR MAISON No 6 pour le jeudi 05/11/2009

M. Roger

Ce devoir maison est volontairement trés élémentaire : traitez au moins la totalité des exercices 1 et 2, et soignez la rédaction.

Exercice 1

-1/2 0 0
Soit A= | —3/4 2/3 1/3
—-3/4 1/3 2/3

1. Calculer le polynéme caractéristique de A. En déduire que A admet trois valeurs propres distinctes que l'on précisera.

2. Montrer que les vecteurs u,v,w de coordonnées respectives dans la base canonique (0,1,1), (0,—1,1) et (2,1,1) sont des
vecteurs propres de A.

3. Dites pourquoi (sans faire de calcul de déterminant) la famille B’ = (u,v, w) est une base de de R>.

4. Expliciter une matrice inversible P telle que D = P~1 AP soit diagonale.
(on ne demande pas le calcul de Pl mais vous sauriez le faire, par la méthode du pivot, n'est-ce pas ?)

5. Application : Soient vy de coordonnées (zg,¥o, 20) dans la base canonique un vecteur fixé, et (v,) la suite de vecteurs de
coordonnées repectives ((Zn,Yn,2n))n dans la base canonique, vérifiant pour tout n > 0 par la relation de récurrence :

Tn41 In
Yn+1 =A Yn
Zn41 Zn

(a) En notant X le vecteur colonne correspondant & 1'écriture dans la base B’ de vg, écrire une relation entre X, Xo et P.

(b) Montrer que pour tout n, D™ est une matrice diagonale.

0 0 2 -1 1
. . . . . 1
(c) Vérifier que la matrice P= |1 —1 1| est inversible d’inverse P~ ! = 3 0 -1 1
1 1 1 1 0

(d) Calculer A™ en fonction de n.

(e) En déduire que les suites (z,,), (yn) et (z,,) admettent des limites que 1'on précisera.

Exercice 2

Pour tout n € IN, on définit la fonction v, par : v, : R - R, ¢t — t". On note I =] — 1, 1|.

1. Vérifier que la série Z v, converge normalement sur tout segment de /. On note .S sa somme. Donner 'expression de S(t)
n>0
pour tout ¢t € I.

2. (a) Calculer lim S(t).
t——1
(b) Mountrer que la série numérique Z v (—1) diverge.
n>0

(c) Montrer que la série Z Uy, Ne converge pas normalement sur /.
n>
N.B. : cet ezemple illustre l'importance de I’hypothése « CVN sur I ydans le théoréme de la double limate...

S
3.Sait T:1 >R, s— / S(t)dt. Justifier que T est bien définie, et calculer T'(s) pour tout s €] — 1,1].
0

4. Pour s €] — 1, 1], exprimer In(1 — s) comme la somme d’une série convergente Z a,, dont le terme général a,, dépend de s™.

La suite du devoir est facultative

Exercice 3

Soit (up)nen la suite de fonctions de R dans R définie par : Vn € N,u, : R = R, ¢t —

cos(nt)

PR
1. Montrer que la série Z u, converge simplement sur R. On notera S sa somme.
2. Montrer que S est de classe C! sur R. En déduire une expression sous forme de série de sa dérivée.
3. Montrer que S est paire.
4

. Montrer que S est 2w-périodique.

2m
5. Exprimer / S(t)dt sous la forme de la somme d’une série numérique.
0

int

6. Montrer que pour tout ¢, S(t) est la partie réelle de la somme de la série absolument convergente Z
n>0

nd '



