
Math�ematiques ; exercices Lycée A. Brizeux PC 2009-2010

Chapitre 19 : Etude métriques des courbes

I. Applications directes du cours
Exercice 1

On consid�ere le rectangle R de sommets A(0; 2), B(2; 2), C(2;�2) et D(0;�2).
1) Calculer l'aire de R �a l'aide du th�eor�eme de Fubini.
2) Calculer l'aire de R �a l'aide de la formule de Green-Riemann.

II. Exercices
Exercice 2

Calculer la longueur de l'arc param�etr�e par : x =
cos(at)

ch t
; y =

sin(at)
ch t

; avec a > 0 �x�e.

Exercice 3

On consid�ere l'arc de R2 d�e�ni par la repr�esentation param�etrique :8<: x(t) = t� sh t ch t
y(t) = 2 ch t

1) D�eterminer l'abscisse curviligne t 7! s(t).
2) D�eterminer le rayon de courbure en M de param�etre t0.

III. Pour aller plus loin
Exercice 4

D�eterminer le minimum du rayon de courbure de l'arc d'�equation y = ex.
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IV. Un sujet (partiel) d’écrit de concours

Problème 1
E3A PSI 2009
Rappels.

Soit I = [a; b] (avec a < b) un intervalle de R et U un ouvert de R2.

On consid�ere V : (x; y) 2 U 7!
�

P (x; y)
Q(x; y)

�
un champ de vecteurs et 
 un arc orient�e plan de param�etrage : t 2 I 7!

�
x(t)
y(t)

�
, de classe C1

par morceaux sur I, parcouru dans le sens des t croissants.

On rappelle que la circulation de V le long de 
, not�ee

Z


V se calcule par la formuleZ



V =

Z


(P (x; y) dx+Q(x; y) dy)

On suppose P et Q de classe C1 sur U . L'arc 
 est suppos�e ferm�e, sans point double et parcouru dans le sens trigonom�etrique. Il d�elimite un
domaine G d'un seul tenant, inclus dans U .
On rapelle la formule de Green-Riemann : Z



V =

ZZ
G

�@Q
@x

(x; y)� @P
@y

(x; y)
�
dxdy

1. Dans cette question seulement, on prend G = f(x; y) 2 R2; y � x2 et y2 � xg et pour 
 l'arc fronti�ere
d�elimitant ce domaine, parcouru dans le sens trigonom�etrique.
1.1. Repr�esenter le domaine G et 
.
1.2. Calculer directement, en param�etrant l'arc :

Z


V avec

P : (x; y) 7! 2xy � x2 et Q : (x; y) 7! x+ y2

1.3. Retrouver le r�esultat pr�ec�edent en utilisant la formule de Green-Riemann.

2. On suppose que les deux fonctions P et Q v�eri�ent : pour tout (x; y) 2 R2,
@Q
@x

(x; y) =
@P
@y

(x; y).

2.1. Que vaut
Z


V ?

2.2. Donner un exemple de champ de vecteur V , non identiquement nul, et v�eri�ant la propri�et�e :

8(x; y) 2 R2;
@Q
@x

(x; y) =
@P
@y

(x; y)

3.
3.1. D�emontrer que les int�egrales curvilignes suivantes : A1 =

Z


x dy, A2 = �

Z


y dx et A3 =

1
2

Z


(x dy � y dx) sont �egales. Interpr�eter g�eom�etriquement le r�esultat obtenu.

3.2. Repr�esenter graphiquement l'arc orient�e 
 d'�equations param�etriques

t 2 [��; �] 7!
0@ x(t) = cos3(t)
y(t) = sin3(t)

1A
dans un rep�ere orthonorm�e (O;~i;~j) direct.
On pr�ecisera les tangentes aux points singuliers.

3.3. D�eterminer l'aire d�elimit�ee par la courbe 
.
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