
Math�ematiques ; exercices Lycée A. Brizeux PC 2009-2010

Chapitre 16 :

Equations différentielles non linéaires, E.D.P.

I. Applications directes du cours

Exercice 1

R�esoudre l'�equation di��erentielle \incompl�ete"
d'inconnue y : R! R; x 7! y(x) :

y0 = 1� y2

Exercice 2

R�esoudre l'�equation di��erentielle �a variable
s�eparables d'inconnue y : R! R; x 7! y(x) :

y2y0 = 1 + x3

Exercice 3

R�esoudre l'�equation di��erentielle �a variable
s�eparables d'inconnue y : R+� ! R; x 7! y(x) :

y0 =
p

1 + y2

x

Exercice 4

Repr�esenter la trajectoire associ�ee au syst�eme
di��erentiel

(S)

8<: x0 = x+ 1 (1)
y0 = x (2)

passant par le point A = (1; 0) �a l'instant t = 0:

II. Exercices

Exercice 5

On consid�ere le champ de vecteurs d�e�ni par

(C)

8<: x0 = y (1)
y0 = �x (2)

1) En posant (x; y) = (� cos �; � sin �) pour des

fonctions � : R! R+ et � : R! R, exprimer
dx
dt

en fonction de �, �,
d�
dt

et
d�
dt

2)Même question pour
dy
dt

.
3) En d�eduire l'ensemble L des solutions de (C).

Exercice 6

1) Justi�er que le syst�eme di��erentiel

(S)

8<: x0 = tx+ (1� t2)y (1)
y0 = x� ty (2)

admet une

unique solution X =

0@x
y

1A satisfaisant la condi-

tion initiale X(0) =

0@1
1

1A.

2) Montrer que si X est une solution de (S), alors
x et y sont de classe C1.
3) En d�erivant (2), montrer que y est solution de

l'�equation di��erentielle : (H) y00 = 0
4) En d�eduire l'ensemble L des solutions de (S).
Exercice 7

Soit A = f(x; y) 2 R2; x > 0g, on cherche les
fonctions f de classe C1 de A vers R telles que
pour tout (x; y) de A, l'�equation aux d�eriv�ees par-
tielles suivante soit v�eri��ee :

(E) : x
@f
@x

(�; �) + y
@f
@y

(�; �) = 0:

a) Soit g 2 C1(R;R), v�eri�er que ' : A ! R,
d�e�nie par '(x; y) = g(y=x) est solution de (E) ;
b) D�emontrer que si f v�eri�e (E) alors f(u; uv)
ne d�epend que de v ;
c) conclure.
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Exercice 8

On consid�ere l'�equation di��erentielle :
y0 � y � y2 = 0 (E).
1) D�eterminer toutes les solutions (y; I) de E
telles que : y(x) 6= 0; f = 8x 2 I.
on pourra montrer que z : x 7! 1

y(x)
v�eri�e une �equation

di��erentielle lin�eaire

2) Soit (x0; y0) 2 R2. Justi�er que le probl�eme
de Cauchy (E) et y(x0) = y0 poss�ede une unique
solution maximale.
3) Traiter le cas y0 = 0.

4) Lorsque y0 6= 0, montrer que y a une expres-

sion (sur I) de la forme x 7! 1
�1 + �(y0)e�x

, avec

�(y0) =
1 + y0

y0

5) Etudier ' : z 7! z
1 + z

, en d�eduire le signe de
�(y0) en fonction de y0

6) Donner toutes les solutions maximales de (E),
et repr�esenter l'allure des courbes int�egrales.
distinguer les cas (x0; y0) dans ]�1; ln(y0)[�R�+, R�f0g, R�]�1; 0[,

ou ] ln(y0);+1[�]�1;�1[

III. Pour aller plus loin

Exercice 9

(Equation de la chaleur)
On souhaite r�esoudre l'�equation aux d�eriv�ees par-
tielles

(C) @2f
@x2 � 1

�
@f
@t

= 0

d'inconnue f :
[0; 1]�R ! R

(x; t) 7! f(x; t)
, de

classe C2 avec les conditions initiales :8<: 8t 2 R f(0; t) = f(1; t) = 0
8t 2 R f(0; t) = f(1; t) = 0

1) Dans le cas d'un r�egime stationnaire (f ne
d�epend pas de t), r�esoudre (C).
2) On admet dans la suite que f peut s'�ecrire sous
la forme f : (x; t) 7! g(x)h(t), avec g : [0; 1]! R

et h : R! R deux fonctions de classe C2.

a) (analyse)Soit f une telle solution. Mon-
trer qu'il existe un r�eel � tel que :8<: 8t 2 [0; 1] f 00(x) = �f(x)
8x 2 R g0(t) = �g(t)

b) Dans le cas � = 0, montrer que fg est nulle.

c) Dans le cas � > 0, montrer que fg est nulle.

d) Dans le cas � < 0, on pose ! =
p��. On

d�e�nit une fonction impaire, encore not�ee

f , en posant f(�t) = �f(t); 8t 2 [0; 1].
Montrer que f est de la forme
x 7! bsin(!x) (?), pour un certain b r�eel.
Montrer qu'alors g est de la forme
t 7! e�!2t.

e) On �etend la fonction f en une fontion 2-
p�eriodique, et que la relation (?) doit rester
v�eri��ee sur R. Montrer que n�ecessairement,
il existe un entier n 2 N tel que
! = n� := !n et � = �n2�2 := �n.

f) En d�eduire que toute fonction de la forme
Fn : (x; t) 7! bne�n

2�2tsin(n�x), pour bn 2
R est solution de C, impaire et 2-p�eriodique
par rapport �a t.

3) synth�ese partielle : en remarquant que l'en-
semble des solutions de C est un espace vec-
toriel, montrer que pour toute suite (bn)n�1 2
Rn telle que

X
n�1
jbnj converge, la fonction F :

(x; t) 7! +1X
n=1

bne�n
2�2tsin(n�x) est de classe C2

sur [0; 1]�R et solution de (C).
4) Remarquer que h(x) =

+1X
n=1

bnsin(n�x)
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