I.

I1.

Mathématiques ; exercices

Lycée A. Brizeux

‘PC 2009-2010

Chapitre 16 :

Equations différentielles non linéaires, E.D.P.

Applications directes du cours

Exercice 1

Résoudre 1’équation différentielle “incomplete”
d’inconnue y : R —» R, =z — y(z) :

y=1-y

Exercice 2

Résoudre 1'équation différentielle a variable
séparables d’inconnue y : R — R, z +— y(z) :

y2y/:1+$3

Exercices

Exercice 5

On considere le champ de vecteurs défini par

=y (1
% - ¢ W
y = -z (2)
1) En posant (z,y) = (pcosé, psinf) pour des

: : d
fonctions p: R — R" et 6 : R — R, exprimer az

dt
. do , d@
fonct d 0, — et —
en fonction de p, 6, . :1 1
2)Méme question pour Y

3) En déduire ’ensemble £ des solutions de (C).

Exercice 6

1) Justifier que le systéme différentiel

() {3:' = tz+(1-)y (1)

, admet une
y = z-ty (2)

z
unique solution X = ( > satisfaisant la condi-

Y
tion initiale X (0) = !
2) Montrer que si X est une solution de (S), alors
z et y sont de classe C™.

3) En dérivant (2), montrer que y est solution de

Exercice 3

Résoudre 1’équation différentielle a variable
séparables d’inconnue y : R} — R, z — y(z) :

,V1+y?
T

Exercice 4

Représenter la trajectoire associée au systéme

différentiel
g = z+1 (1)

S
) { vy -z @
passant par le point A = (1,0) a linstant ¢ = 0.

'équation différentielle : (H) y" =0

4) En déduire I’ensemble £ des solutions de (.5).
Soit A = {(z,y) € R?* z > 0}, on cherche les
fonctions f de classe C' de A vers R telles que
pour tout (z,y) de A, I’équation aux dérivées par-
tielles suivante soit vérifiée :

o1 o ..

— =0.
oz oy )

(B):z5-() +y

a) Soit ¢ € C'(R,R), vérifier que ¢ : A — R,
définie par ¢(z,y) = g(y/z) est solution de (E);
b) Démontrer que si f vérifie (E) alors f(u,uv)
ne dépend que de v;

c) conclure.
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On consideére 1’équation différentielle :
y-—y—y*=0 (B).

1) Déterminer toutes les solutions (y,I) de E
telles que : y(z) #0, f=Vz € I.

on pourra montrer que z : T > vérifie une équation

S
y(z)
différentielle linéaire

2) Soit (zg,yo) € R?. Justifier que le probléme
de Cauchy (F) et y(zo) = yo posséde une unique
solution maximale.

3) Traiter le cas yo = 0.

Pour aller plus loin

(Equation de la chaleur)
On souhaite résoudre 1’équation aux dérivées par-

tielles
o ©F 105
0z2 «a ot
0,1] xR — R

d’'inconnue f ,
(z,t) — f(z,1)
classe C? avec les conditions initiales
vte R f(0,t) = f(1,t) =0
Vte R f(0,t) = f(1,t) =0
1) Dans le cas d'un régime stationnaire (f ne
dépend pas de t), résoudre (C).
2) On admet dans la suite que f peut s’écrire sous
la forme f : (z,t) — g(z)h(t), avec g : [0,1] — R
et A : R — R deux fonctions de classe C2.

a) (analyse)Soit f une telle solution. Mon-
trer qu’il existe un réel A tel que
Vi€ [0,1] f'(z)=Af(z)
{ VeeR  g'(t) = Ag(t)
b) Dans le cas A = 0, montrer que fg est nulle.

c) Dans le cas A > 0, montrer que fg est nulle.

d) Dans le cas A < 0, on pose w = v/—A. On
définit une fonction impaire, encore notée

4) Lorsque yo # 0, montrer que y a une expres-
1

sion (sur I) de la forme z —

149y
)‘(?/0) = % :

5) Etudier ¢ : z —

, avec
-1+ XMyo)e z

? , en déduire le signe de
142
A(Yo) en fonction de yq
6) Donner toutes les solutions maximales de (E),
et représenter l’allure des courbes intégrales.
distinguer les cas (z0,%0) dans |—oo,ln(yo)[xR%, Rx{0}, Rx]-1,0],

ou |1n(yo), +oo[X] — 00, —1]

f, en posant f(—t) = —f(¢), Vt € [0, 1].
Montrer que f est de la forme

z — bsin(wz) (x), pour un certain b réel.
Montrer qu’alors g est de la forme

—w?t

t—e

e) On étend la fonction f en une fontion 2-
périodique, et que la relation (x) doit rester
vérifiée sur R. Montrer que nécessairement,
il existe un entier n € IN tel que

Ww=nm:=w, et A= —n’1?:=\,.

f) En déduire que toute fonction de la forme
F, : (z,t) — bye ™ "tsin(nnz), pour b, €
R est solution de C, impaire et 2-périodique
par rapport a t.

3) syntheése partielle : en remarquant que l'en-
semble des solutions de C est un espace vec-
toriel, montrer que pour toute suite (b,),>1 €
R™ telle que ) |b,| converge, la fonction F :
n>1
I 2 2f . 2
(z,t) — > bye " 'sin(nmz) est de classe C
n=1
sur [0,1] x R et solution de (C).

+0oo
4) Remarquer que h(z) = > b,sin(nnz)
n=1
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