
Math�ematiques ; exercices Lycée A. Brizeux PC 2009-2010

Chapitre 7 :

Espaces préhilbertiens, espaces euclidiens

I. Applications directes du cours

Exercice 1

Soit n 2 N�. Dans chacun des cas suivants, dites
si l'expression propos�ee de (x; y), pour tous vec-
teurs x = (x1; : : : ; xn) et y = (y1; : : : ; yn) appar-
tenants �a Rn d�e�ni un produit scalaire sur Rn :

a) (x; y) = x1y1 ; b) (x; y) =
nX
i=1

xiyi ;

c) (x; y) = (
nX
i=1

x2
iy

2
i )

1=4 ;

Exercice 2

a) V�eri�er que (�j�) : R[X] � R[X] ! R d�e�nie

par : 8 (P;Q) 2 R[X]; (P jQ) =
Z 1

�1
P (t)Q(t)dt

est un produit scalaire sur R[X].
b) En notant k � k la norme associ�ee, calculer k1k,
kXk, kX2k, kX3k.
Exercice 3

Sur le C-espace vectoriel C0([��; �];C) des ap-
plications continues de [��; �] vers C d�emontrer
que (f jg) =

Z �

�� f(t)g(t)dt est un produit sca-
laire hermitien (semi-lin�eaire �a gauche) et que
(t 7! eint)n2N est une famille orthonormale.

Exercice 4

V�eri�er que (�j�) : C[X] � C[X] ! C d�e�nie

par : 8 P;Q 2 R[X]; (P jQ) =
Z 1

�1
P (t)Q(t)dt

est un produit scalaire hermitien (semi-lin�eaire
�a gauche) sur C[X].

Exercice 5

soit a un vecteur non nul d'un espace
pr�ehilbertien r�eel ou complexe E et H l'orthogo-
nal de fag, d�eterminer la projection orthogonale
de tout vecteur x de E sur Ka et celle sur H en
fonction de x, a et de leur produit scalaire, don-
ner la distance de x �a Ka et celle de x �a H.
(on pourra s'aider d'un dessin)

Exercice 6

Dans R4 soit
F = f(x; y; z; t); x � y + z � t = y � t = 0g
d�eterminer F? et la matrice dans la base cano-
nique de la projection orthogonale sur F .
Exercice 7

Sur R3 soit ' : R3�R3!R; ((a; b; c); (x; y; z)) 7!
ax+ 2by + 6cz + ay + bx� 2bz � 2cy � az � cx
a) ' est-elle un produit scalaire sur R3 ?
b) si oui donner une base orthonormale pour '
dans R3.
Exercice 8

Sur C3 soit ' : C3 � C3 ! C d�e�nie par
' : ((a; b; c); (x; y; z)) 7�!
ax+ 2by+ 10cz+ iay� ibx� (2 + i)bz� (2� i)cy�az� cx.

1. ' est-elle un produit scalaire sur C3 ?

2. si oui donner une base orthonormale pour
' dans C3.

Exercice 9

On rappelle que les normes N1; N2; N1 sur R3

sont d�e�nies pour tout x = (x1; x2; x3) 2 R3

par les expressions : N2(x) =
q
x2

1 + x2
2 + x2

3,
N1(x) = jx1j+ jx2j+ jx3j et N1(x) = max

1�i�3
jxij

1) Dessiner les ensembles :
D1 =

n
x 2 R3; N1(x) � 1

o
,

D2 =
n
x 2 R3; N2(x) � 1

o
et

D1 =
n
x 2 R3; N1(x) � 1

o
2) Montrer que pour tout x 2 R3, on a :
N1(x) � N2(x) � p3N1(x), et
N1(x) � N1(x) � 3N1(x)
Exercice 10

Soit E un e.v. hermitien. Montrer que :

8x; y 2 E; < x; y >=
1
4

3X
k=0

i�kkx+ ikyk2.
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II. Exercices

Exercice 11

Soit Mn(C) l'ensemble des matrices �a coe�cients
complexes. A tout A = (aij) de Mn(C) on associe
N(A) = [

X
i=1::n

X
j=1::n

jaijj2]1=2
a) D�emontrer que N est une norme hermitienne
(i.e. associ�ee �a un p.s. hermitien) sur le C-espace vec-
toriel Mn(C) ;
b) Prouver que 8(A;B) 2 (Mn(C))2;
N(A)N(B) � N(AB) et que
j tr(AB)j � N(A):N(B) .

Exercice 12

Soit S2 l'ensemble des suites complexes (un) 2
CN, telles que la s�erie

X junj2 converge. A tout

(u; v) de S2 � S2 on associe < ujv >=
+1X
n=0

unvn.

1. justi�er l'�ecriture et prouver que S2 muni
de < �j� > est un espace pr�ehilbertien

2. Soit F la partie de S2 form�ees des suites
dont le nombre de termes non nuls est �ni ;
d�emontrer que F? est r�eduit �a la suite nulle.

3. Comparer F et (F?)?. F est-il de dimen-
sion �nie ?

Exercice 13

Soient E un espace euclidien, et F;G deux sous-
espaces vectoriels de E. Prouver que :
a) F � G, G? � F? ;
b) (F +G)? = F? \G? ;
c)(F \G)? = F? +G?.

Exercice 14

Soit p un projecteur d'un espace pr�ehilbertien E,
prouver que les trois propositions suivantes sont
�equivalentes :
i) p est un projecteur orthogonal
ii) 8(x; y) 2 E2; (p(x)jy) = (xjp(y)) ;
iii) 8x 2 E; kp(x)k � kxk.

(pour montrer iii) i), on pourra se donner (x; y) 2 Ker p�Im p,

et appliquer iii) au vecteur �x+ y)

Exercice 15

(utilise l'exercice pr�ec�edent)

Soient p; q deux projecteurs orthogonaux de
(E; k k), tels que p � q est un projecteur de E.
1) Montrer que p � q est un projecteurs orthogo-
nal.
2) En d�eduire que p � q = q � p.
Exercice 16

Soit E = R[X] l'espace des polynômes �a coe�-
cients r�eels ;
1. D�emontrer que (P ;Q) =

Z 1

0
P (t)Q(t)dt est un

produit scalaire sur R[X] ;
2. On note Ln(X) = [Xn(1 � X)n](n) (d�eriv�ee
ni�eme de Xn(1�X)n ) d�emontrer que (Ln)n2N est
une base orthogonale de R[X]
3. Calculer < LnjLn >.
Exercice 17

Dans R4 muni du produit scalaire usuel, soit F
le sous-espace engendr�e par r = (1; 1; 2; 0), s =
(2; 1; 3; 1), u = (0; 1; 1;�1), v = (1;�2;�1; 3) ;
donnez un syst�eme d'�equations de F? et de F ,
une base orthonormale de F? et de F ; donner la
matrice de la sym�etrie orthogonale par rapport �a
F dans la base canonique.
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III. Pour aller plus loin

Exercice 18

On note E = C2� l'ensemble des fonctions r�eelles
�a valeurs r�eelles continues et 2�-p�eriodiques.

1. V�eri�er que (�j�) : E � E ! R d�e�nie par :
8 (f; g) 2 E2; (f jg) =

Z �

�� f(t)g(t)dt est un
produit scalaire.

2. Pour tout n 2 N, on pose un : t 7! cos(nt)
et vn : t 7! sin(nt). Calculer (up; uq),
(up; vq), et (vp; vq) pour tous p; q 2 N. En
d�eduire que la famille F = fun; n 2 Ng [
fvn; n 2 N�g est orthogonale.

3. E peut-il être de dimension �nie ?

4. Soit f 2 E. Calculer (f ju0) et en d�eduire le
projet�e orthogonal de f sur Vect(u0).

5. Soit f une fonction impaire de E. Calculer
(f jun), pour tout n 2 N.

6. Soit f une fonction paire de E. Calculer
(f jvn), pour tout n 2 N�.

Exercice 19

Calculer inf
(a;b)2R2

�Z �

��(1� a cos t� b sin t)2dt
�

( on pourra d�eterminer le projet�e orthogonal -pour un

produit scalaire adapt�e- de la fonction constante �egale

�a 1 sur le plan Vect(sin; cos) )

Exercice 20

Soit E un espace vectoriel euclidien, et f 2 L(E)
telle que :
8(x; y) 2 E2; < xjy >= 0 )< f(x)jf(y) >= 0 ;
prouver que 9k 2 R+� ; 8x 2 E; kf(x)k = kkxk

Exercice 21

Les normes k k1 et k k2 sur C([0; 1];R) sont-elles
�equivalentes ?
Exercice 22

Soient ' et  deux produits scalaires sur un
même espace vectoriel E euclidien. D�emontrer
que si : 8(x; y)2E2, '(x; y) = 0 ,  (x; y) = 0,
alors il existe � > 0 tel que ' = � .
on pourra consid�erer une b.o.n. (e1; : : : ; en)

Exercice 23

Soit q une application d'un R-espace vectoriel E
vers R telle que :
(�) 8(x; y) 2 E2; q(x+ y) + q(x� y) = 2q(x) + 2q(y)

1) Pour tout (x; y) 2 E2, on note

'(x; y) =
1
4

[q(x+ y)� q(x� y)].
i) Montrer que q(0) = 0 ;
ii) En d�eduire que q(�y) = q(y); 8y 2 E ;
iii) En d�eduire que ' est sym�etrique ;
iv) Montrer que '(0; y) = 0; 8y 2 E (1)

2) Prouver que :
8(x; y; z) 2 E3;
'(x+ y; z) + '(x� y; z) = 2'(x; z) (2) ;
3)
i) D�eduire de (1) et (2) que pour tous p 2 Z,
x; z 2 E, '(px; z) = p'(x; z)

ii) Montrer que pour tous p 2 Z, q 2 N�,
x; z 2 E, '(

p
q
x; z) =

p
q
'(x; z)

4) On suppose de plus que t 7! q(tx+y) est conti-
nue de R vers R. Montrer que ' est bilin�eaire.
5) D�emontrer que si k � k est une norme sur E
et si k � k2 v�eri�e (�) alors k � k est une norme
euclidienne.
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