Mathématiques ; exercices

Lycée A. Brizeux

‘PC 2009-2010

Chapitre 7 :

Espaces préhilbertiens, espaces euclidiens

Applications directes du cours

Exercice 1

Soit m € IN*. Dans chacun des cas suivants, dites
si 'expression proposée de (z;y), pour tous vec-
. )m’n) et Y= (yl; Tt 1yn) appar-
tenants a R™ défini un produit scalaire sur R" :

a) (z;y) = z1y1; b) (z39) = > zivi;
=1
c) (z;v) = O ziy)*;
=1

a) Vérifier que (+|-) : R[X] x R[X] - R définie
par : ¥ (B,Q) € RIX),(PIQ) = [ P)Q(t)at

teurs z = (zy,..

est un produit scalaire sur R[X].
b) En notant || -|| la norme associée, calculer ||1||,
X0 1] 11X

Exercice 3

Sur le C-espace vectoriel C°([—m, 7], C) des ap-
plications continues de [—m, w] vers C démontrer

que (flg) = / f(t)g(t)dt est un produit sca-
laire hermitien (semi-linéaire a gauche) et que
(t — e"™),cn est une famille orthonormale.

Exercice 4

Vérifier que (-]-) : C[X] x C[X] — C définie

par ¥ P,Q € RIX],(PIQ) = [ PR

est un produit scalaire hermitien (semi-linéaire
a gauche) sur C[X].

Exercice 5

soit a wun vecteur non nul d'un espace
préhilbertien réel ou complexe E et H 1’orthogo-
nal de {a}, déterminer la projection orthogonale
de tout vecteur z de E sur Ka et celle sur H en
fonction de z, a et de leur produit scalaire, don-
ner la distance de z a Ka et celle de z a H.

(on pourra s’aider d’un dessin)
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Exercice 6

Dans R* soit

F = {(z,y,2,t); c—y+2—-t =y—t =0}
déterminer F'*- et la matrice dans la base cano-
nique de la projection orthogonale sur F'.

Sur R? soit ¢ : R*xR*—R, ((a,b,¢),(z,y,2)) —
az + 2by + 6¢cz + ay + bz — 2bz — 2cy —az —cz
a) ¢ est-elle un produit scalaire sur R*?

b) si oui donner une base orthonormale pour ¢
dans R>.

Sur C* soit ¢ : C* x C* — C définie par
¢:((a,b,¢),(2,9,2)) —

az +2by + 10cz + iay —ibz — (2+1i)bz — (2—1i)cy —az —cz.

1. ¢ est-elle un produit scalaire sur C*?

2. si oui donner une base orthonormale pour
¢ dans C3.

Exercice 9

On rappelle que les normes Ni, No, Ny sur R?
sont définies pour tout z = (z1,Z,,73) € R®

No(z) = \/zi+ 2+,

Ni(2) = [m2] + [2a] + [s] et Noo(z) = ma [z

par les expressions :

1) Dessiner les ensembles :

D; = {:z: € R?, Ni(z) < 1},

D, = {:c € R?, Ny(z) < 1} et

Do = {z € R?, Nyo(z) < 1}

2) Montrer que pour tout z € R3 ona:
No(z) < Na(z) < v/3Noo(z), €t

Neo(z) < Ni(z) < 3Noo(2)

’ Exercice 10 ‘

Soit E un e.v. hermitien. Montrer que :

13, .
Vz,y € B, <zjy >= 3 il +iyl”
k=0
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’ Exercice 11 ‘

Soit M, (C) I'ensemble des matrices a coefficients
complexes. A tout A = (a;;) de M, (C) on associe

NA)=[>0 > a2

i=l.nj=l.n

a) Démontrer que N est une norme hermitienne
(i.e. associée & un p.s. hermitien) sur le C-espace vec-
toriel M, (C);

b) Prouver que V(A4, B) € (9M,(C))?,

N(A)N(B) > N(AB) et que

|tr(AB)] < N(A).N(B).

| Exercice 12]

Soit S, I’ensemble des suites complexes (u,) €

C"™, telles que la série ) |un|® converge. A tout
+oo
(u,v) de Sy x S, on associe < ulv >= Z’lTnUn-

n=0

1. justifier I’écriture et prouver que S, muni
de < -|- > est un espace préhilbertien

2. Soit F' la partie de S, formées des suites
dont le nombre de termes non nuls est fini;
démontrer que F* est réduit a la suite nulle.

3. Comparer F et (F+)*. F est-il de dimen-
sion finie ?

’ Exercice 13 ‘

Soient F un espace euclidien, et F, G deux sous-
espaces vectoriels de E. Prouver que :

a) FCG& G-C F+y

b) (F+G)* = F+nG+;

)(FNG): =F+ 4+ G
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’ Exercice 14 ‘

Soit p un projecteur d’un espace préhilbertien F,
prouver que les trois propositions suivantes sont
équivalentes :
i) p est un projecteur orthogonal
il) V(z,y) € B%, (p(z)ly) = (z|p(¥));
iii) vz € B, |p(z)]| < |lz].

(pour montrer iit = 1), on pourra se donner (z,y) € KerpxImp,

et appliquer 1i1) au vecteur Az +y)

’ Exercice 15 ‘

(utilise ’exercice précédent)
Soient p,q deux projecteurs orthogonaux de
(E,| ||), tels que p o g est un projecteur de E.

1) Montrer que p o g est un projecteurs orthogo-
nal.

2) En déduire que pog=gop.

’ Exercice 16 ‘

Soit E = R[X] I’espace des polyndémes a coeffi-
cients réels;

1. Démontrer que (P;Q) = /1 P(t)Q(t)dt est un
produit scalaire sur R[X]; i

2. On note L,(X) = [X™(1 — X)"|™ (dérivée
n¥*™¢ de X™(1—X)™ ) démontrer que (L, )nc est
une base orthogonale de R[X]

3. Calculer < L,|L, >.

’ Exercice 17‘

Dans R* muni du produit scalaire usuel, soit F
le sous-espace engendré par » = (1,1,2,0), s =
(2,1,3,1), uw = (0,1,1,-1), v = (1,-2,—1,3);
donnez un systéme d’équations de FL et de F,
une base orthonormale de F'* et de F'; donner la
matrice de la symétrie orthogonale par rapport a
F' dans la base canonique.
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Pour aller plus loin

’ Exercice 18 ‘

On note E = C,, ’ensemble des fonctions réelles
a valeurs réelles continues et 2m-périodiques.

1. Vérifier que (-|-) : E x E — R définie par :
v (f,9) € E* (fl9) :/ F(t)g(t)dt est un

produit scalaire.

2. Pour tout n € N, on pose u, : t — cos(nt)
et v, : t — sin(nt). Calculer (up,u,),
(up, vq), €t (vp,vq) pour tous p,g € IN. En
déduire que la famille 7 = {u,, n € N} U
{Vn, n € IN*} est orthogonale.

3. E peut-il étre de dimension finie ?

4. Soit f € E. Calculer (f|ug) et en déduire le
projeté orthogonal de f sur Vect(u,).

5. Soit f une fonction impaire de E. Calculer
(flu,), pour tout n € IN.

6. Soit f une fonction paire de E. Calculer
(f|v,), pour tout n € IN*.

’ Exercice 19 ‘

Calculer inf {/ (1 —acost — bsin t)zdt}
(a,b)E]R2 —T

( on pourra déterminer le projeté orthogonal -pour un

produit scalaire adapté- de la fonction constante égale

a 1 sur le plan Vect(sin, cos) )

’ Exercice 20 ‘

Soit F un espace vectoriel euclidien, et f € L(E)
telle que :

V(z,y) € B2, < zly >= 0 =< f(z)|f(y) >=0;
prouver que 3k € R}, Vz € B, ||f(z)|| = k||z||

Ch.7 Espaces préhilbertiens, espaces euclidiens

’ Exercice 21 ‘

Les normes || || €t || ||z sur C([0, 1], R) sont-elles
équivalentes ?

’ Exercice 22 ‘

Soient ¢ et 9 deux produits scalaires sur un
méme espace vectoriel E euclidien. Démontrer
que si : V(z,y)€E? ¢(z,y) = 0 & ¥(z,y) = 0,
alors 1l existe a > 0 tel que ¢ = a® .

on pourra considérer une b.o.n. (e1,...,en)

’ Exercice 23 ‘

Soit ¢ une application d’'un RR-espace vectoriel £

vers R telle que :

(*) V(z,y) € E?, q(z +y) +q(z —y) = 2q(z) + 2q(y)

1) Pour tout (z,y) € E®, on note

o(@,3) = Sla(z +3) — gz~ v)]

i) Montrer que ¢(0) = 0;

ii) En déduire que ¢(—y) = q(y), Yy € E;

iii) En déduire que ¢ est symétrique;

iv) Montrer que ¢(0,y) =0, Vy € E (1)

2) Prouver que :

V(z,y,2) € E®,

o(z+y,2)+ (@ —y,2)=20p(z,2) (2);

3)

i) Déduire de (1) et (2) que pour tous p € Z,
z,z € B, o(pz,2) = pp(z, 2)

ii) Montrer que pour tous p € Z, ¢ € IN¥,
T,z € E, go(gar,z) = E(p(m,z)

4) On suppose (ge plus quqe t — q(tz+y) est conti-

nue de R vers R. Montrer que ¢ est bilinéaire.

5) Démontrer que si || - || est une norme sur E
et si || - ||* vérifie (%) alors || - || est une norme
euclidienne.
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