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Chapitre 9 : Suites dans un espace vectoriel normé

I. Applications directes du cours

Exercice 1
D�emontrer que sur R2, l'application N de R2 vers R
v�eri�ant : 8(x; y) 2 R2,
N(x; y) = sup(jx+ yj; jxj; jyj) est une norme, puis dessiner
la boule unit�e ferm�ee .
Exercice 2

D�emontrer que sur R2, l'application N de R2 vers R
v�eri�ant : 8(x; y) 2 R2,
N(x; y) = sup(jx+ tyj; t 2 [0; 1]) est une norme, dessiner la
boule unit�e ferm�ee pour la distance associ�ee.
Exercice 3

Soit E = C1([0; 1];R) ; d�emontrer que

N : E ! R; f 7! jf(0)j+
Z 1

0
jf 0(t)jdt est une norme

Exercice 4
Soit f de R2 vers R telle que f(0; 0) = 0 et. si (x; y) 6=
(0; 0), f(x; y) = xy2=(x2 + y4) ; prouver que f est born�ee
non continue en (0; 0) et que sa restriction �a toute droite
de R2 est continue.
Exercice 5

Soit f de R2 vers R d�e�nie par f(0; 0) = 0 et si (x; y) 6=
(0; 0), f(x; y) =

x3y
y2 + x4 .

D�emontrer que f est continue en (0; 0)

II. Exercices

Exercice 6
a) Sur Cn[X] on d�e�nit N par : pour tout P de Cn[X],
N(P ) = jP (0)j+ jP (1)j+ :::+ jP (n)(n)j, d�emontrer que N
est une norme sur Cn[X] ;
b) Soit (ak)0�k�q 2 Cq+1. Pour P 2 Cn[X], on pose

T (P ) =
nX
k=0

jP (ak)j, �a quelle condition sur (ak)0�k�q T

est-elle une norme sur Cn[X] ?

Exercice 7
Sur Mn(R), on d�e�nit

N(M) = sup
1�i�n

nX
j=1

jMij j pour M = (aij)(i;j)2[[1;n]]2 ;

a) d�emontrer que c'est une norme v�eri�ant pour tous M et
M 0 de Mn(R) :
kMM 0k � kMkkM 0k ;
b ) tr(M) d�esignant la trace de M , d�eterminer
jjjtr jjj= supfj tr(M)j=kMk = 1g.
c) mêmes questions avec
N(M) = sup

1�i;j�n
jMij j.

Exercice 8
Soient E un R-e. v. n., a et b deux vecteurs non nuls de E,
et pour tout t r�eel, f(t) = kat+ bk ;
a) prouver que f est continue et lipschitzienne ;
b) prouver que lim

+1 f = +1 et lim�1 f = +1 ;

c) Prouver que l'ensemble des r�eels t tels que at + b ap-
partienne �a la boule unit�e ouverte est soit vide soit un
intervalle ouvert de R.

Exercice 9
Soit E, R-e. v. n. prouver que :

a) 8� 2 R�; 8A 2 P(E) si A est ouvert ( resp. ferm�e, resp.
compact ) alors �A est ouvert (resp. ferm�e, resp. compact
).
b) Si A et B sont deux parties de E ouvertes alors A + B
est ouvert.
c) Dans R consid�erer la somme Z+xZ, pour x irrationnel,
pour illustrer le fait que la somme de deux ferm�es peut ne
pas être un ferm�e.
Exercice 10

Sur C soient
E = fz 2 C=0 < jzj < 1g, G = C n f0g,
F = fz 2 C=jzj > 1g,
H = fz 2 C=1 < jzj < 2g, et

f : z 7! 1 +
1
jzj et g : z 7! 1

z
.

Prouver que f et g sont continues sur G, d�eterminer les
images par f et par g de G, F et H. En d�eduire des bijec-
tions continues de G vers F , de F vers E et de E vers H,
d�e�nir leurs bijections r�eciproques.
Exercice 11

Soit d une distance sur Rp, a 2 Rp, B � Rp, on appelle
distance de a �a B le nombre
d(a;B) = inffd(a; y); y 2 Bg. Justi�er que :
a) d(a;B) existe ;
b) 8n 2 N�, 9 yn 2 B, d(a; yn) � d(a;B) + 1=n ;
c) si B est compact alors
9b 2 B, d(a;B) = d(a; b) ;
d) si B est born�e alors 9b 2 Rp, d(a;B) = d(a; b) ;
e) si B est ferm�e alors : 9b 2 B, d(a;B) = d(a; b) ;
f) Dans R2, a = (0; 1) , B = f1g � [�1; 1[, trouver b pour
les normes 1, 2, in�nies.
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III. Pour aller plus loin

Exercice 12

Soient p > 1 et q > 1 deux r�eels tels que
1
p

+
1
q

= 1.

1) En utilisant la concavit�e d'une fonction ad�equate, mon-

trer que : 8(a; b) 2 (R+)2; ab � ap

p
+
bq

q
.

Pour x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn et y = (y1; : : : ; yn) 2 Rn, on

note kxkp =

 
nX
i=1

jxijp
! 1

p

et kykq =

 
nX
i=1

jyijq
! 1

q

.

2) Pour i 2 [[1; n]], �etablir
jxiyij
kxkpkykq �

jxijp
pkxkpp +

jyijq
qkykqq . En

d�eduire
nX
i=1

jxiyij � kxkpkykq.
3) En �ecrivant
(jxij+ jyij)p = jxij(jxij+ jyij)p�1 + jyij(jxij+ jyij)p�1, mon-
trer que kx+ ykp � kxkp + kykp
4) Conclure que k kp est une norme sur Rn.
5) Montrer que : 8x 2 Rn; kxk1 = lim

p!+1 kxkp:
Exercice 13

Soit E et F deux espaces vectoriels norm�es r�eels et g une
application de E vers F telle que pour tout (x; y) de E2,
g(x+ y) = g(x) + g(y). D�emontrer que :
a) si g est continue en 0 alors g est lin�eaire ;
b) si g est born�ee sur Bf (0E ; 1) alors g est lin�eaire.
Exercice 14

Soit S0 le R-espace vectoriel des suites r�eelles born�ees dont
le premier terme est nul, pour U = (un)n2N, on d�e�nit les
applications
N1 : U 7! sup(junj n 2 N) et
N : U 7! sup(jun+1 � unj; n 2 N) ;
a) Prouver que N1 et N sont des normes sur S0 ;
b) Prouver que pour tout U de S0,
N(U) � 2N1(U).
Trouver U non nulle de S0 telle que
N(U) = 2N1(U).
N1 et N sont -elles �equivalentes ?
Exercice 15

Soit (E; k k) un e. v. n. , d�emontrer que pour tous a; b; c de
E tels que a+ b+ c = 0 :
2(ka� bk+ kc� ak+ kb� ck) � 3(kak+ kbk+ kck)

Exercice 16
soit A partie compacte de E, espace vectoriel norm�e, prou-
ver que

[
x;y2A

[x; y] est une partie compacte de E o�u [x; y] =

fx+ ty; t 2 [0; 1]g.
Exercice 17

Soit E = C0([0; 1];R), muni de la norme : k k1 d�e�nie par

kfk1 =
Z

[0;1]
jf(t)jdt et 8n 2 N�, fn : [0; 1]! R, v�eri�ant :

fn(0) = n , 8t 2]0; 1]; fn(t) = min(n;
1p
t
), d�emontrer que

fn appartient �a E, la suite (fn) converge-t-elle ? Prouver
que :
pour tout " > 0, il existe K 2 N tel que pour tout p > K
et q > K , kfp � fqk1 < ".
Exercice 18

Soit � 2 R�. La suite complexe (ein�)n2N converge-t-elle ?
Trouver une condition n�ecessaire et su�sante pour que
cette suite prenne une in�nit�e de valeurs ; lorsque cette
condition est r�ealis�ee d�emontrer que tout arc du cercle tri-
gonom�etrique contient au moins un point de cette suite.
Exercice 19

Soit E = Rn pour n 2 N, et k k une norme sur E. Soit
h : E ! E telle qu'il existe � > 0 v�eri�ant :
8(x; y) 2 E2; kh(x)�h(y)k � kx�yk�. Montrer que h est
continue sur E.
Exercice 20

Soit E = Rn pour n 2 N, et k k une norme sur E. Soit
f : E ! E telle qu'il existe k 2]0; 1[ et a 2 E v�eri�ant :
f(a) = a ;
8(x; y) 2 E2; kf(x)� f(y)k � kkx� yk.
Montrer que pour tout x 2 E, la suite (fn(x))n2N converge
vers une limite que l'on pr�ecisera.

Vrai ou faux

1. Si N et ~N sont deux normes sur R3, alors il existe
K > 0 tel que :
8x 2 R3; K�1N(x) � ~N(x) � KN(x).

2. Il n'existe pas de partie de Rn �a la fois ouverte et

ferm�ee.

3. Une r�eunion in�nie de compacts est compacte.

4. les seuls ouverts de R sont les intervalles.
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