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Chapitre 14 :

Intégrales impropres, intégrales a parametre

Applications directes du cours

Etudier I'intégrabilité sur I = R} de f ou f(z) vaut :
a)z"Inz, avec n € IN;
Injz + 1]

(1+22)/z’

c) z%In(z + €°®), selon les valeurs de a et 3;
eCOSZ:BO(

) chz+ z'

) sinz
z(lnz)2’

o

[oB

Exercices

Exercice 3

Soit I = dz

1
/4 Vitz+y1-1z
1\/1+a:—\/1—:1:d$

1) Montrer que I = lim

e—0t £ T
2) Pour a €]0,1][, montrer & Paide d’une
décomposition en éléments simples que :
1 1 1

5_5(«/(1 1—1_\/a+1+1)

3) Calculer I.

On pourra remarquer que pour T > 0,

1tz _ ! + ! uls que
T - 1+z a:\/l—i—a:'p e
ifs__1 1 1 B 1,
z  Ji+tz 214z Vi+z-1 JIi+z+1

Soit a réel de ]0, ], et pour n € IN*, f,, définie sur
sin(nt)

10,7[= I par fu(t) = o) et I,(a) = / falt)dt

sint 10,a[

a) étudier l'intégrabilité de f sur I;

b) Calculer Ip,y1(m) — In_1(m), en déduire pour tout

n, In(m)

c¢) Trouver une relation entre I,(m — a) et I,(a)

)

d) prouver lim I,.i(a)— I,(a) =0 et
n—-+4oo

. ™
L In(a) = 5
. in(nt
e) Calculer lim sin(n )dt et

n—-+4oo ]0’0_[

/ LY
10, +o0f 1

Exercice 5

Justifier que pour n € N, z —

mn

(e2(1 ~ 2))'7?
intégrable sur |0, 1[, donner une formule de récurrence
mn

Jn = —
o /]o,l[ (22(1— z))t/3

est

dz, calculer Jy puis une
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Exercice 2

Etudier I'existence et calculer

1
a —— dt;
) Jap[ (¢t —a)(b—1)
b) (t® — %)~ 3qt;
11,400[
c) / In(cos t) dt, In(sin ¢)dt, In(sin(2t))dt.
Jo,m/2] J0,m/2] J0,m/2]

( on cherchera des relations entre ces réels)

) / tant dt;
=m/2,m/2

Q.

expression de J, avec des factorielles

Exercice 6

Soit (f,) suite de fonctions réelles définies sur [0, 1],
3 —z
pour n > 0, par fn(z) = % ;
T+ n
a) Prouver que (f,) converge simplement vers une
fonction f sur [0, 1].

2
- < .
b) Prouver que |f,(z) — f(z)| < (nz +1)
c) Calculer lim »(t)dt.
) Jm [ 50

Exercice 7

Soit g la fonction réelle définie sur D partie de R, par
+o0 (_1)77.

z) = —_;

(2) nZZO nl(z 4+ n)

a) Donner explicitement D et prouver que g est C°°;

b) Justifier que z — zg(z) — g(z + 1) est constante

Q

sur D;
c) Représenter g sur | — 1,0[ et ]0, +o0[, prouver que
pour tout z > 0, g(z) = t*~le7t dt.

10,1]

1
d) donner un D.L. en 0 a droite de z — g(;)

Exercice 8

L Int I
Dé t —dt =
émontrer que /0 T Z

n=0

Montrer que la suite (u,,) définie par :

(=17
(n+ 1)

e

1({_\n
n = /0 g —I—)tz dt admet une limite que ’on précisera.

Déterminer lim
n—+oco }Om[

1"

o dt pour a < 2
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a 14¢
Que vaut +

0 Vit

( distinguer deux cas pour a)

dit

+oo
On pose f(z) = / —
1) Etudier le domaine de définition D de f.

lim
n—+oo

2) Montrer que f est décroissante sur D.

3) Montrer que f est continue sur D.

4) Donner une relation entre f(z + 1) et f(z), pour
zcD.

5) Calculer f(n) pour n € IN*.

Pour aller plus loin

Exercice 15
sinz

“+oo
Nature de l'intégrale / (e Ve — 1> dz
0

Soit f définie sur I =]0,

1] par

In(1 — z?)
f(z) = gz
Etudier son intégrabilité et prouver que
1
/ /= n(2n—1)

Terminer le calcul en utilisant

Z = =In(n) —i—’y—i—o(%)
1<k<n

Soit f de classe C? sur R & valeurs réelles, telle que
f2 et (f")? soient intégrables sur R et HIOI.} fl=0=
lim f, prouver que (f')? est intégrable sur R en utili-
;ai?lt une intégration par parties.

Soient p, q réels de ]R+ prouver que

zP1
/[0;1] Z

nQ+p
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Soient A = [0, +oo], I = [0, +00], et

F:AxI—R, (z,t) — ze~ . Montrer que :

1) pour tout t € I, ¢; : z — F(z,t) est continue.

2) pour tout z € A, ¥, : t — F(z,t) est continue par
Morceaux.

3) pour tout z € A, 9, est intégrable sur I.

4) f:A—-R, z— /IF(:I:,t)dt n’est pas continue sur
A.

“+ o0

et ch(2zt)dt.
0
1) Montrer que f est définie sur R.

Soit f:z—

2) Montrer que f est de classe C! sur R et que :

vz, f'(z) = 2zf(z)
3) En déduire que :

“+ o0
vz, / e t’ ch(2zt)dt = ﬁezz.
0 2
On consideére la fonJ(r:j):oion
I':]0, 4+o0, = l—>/ = le7t dt
0

1) Justifier la définition ci-dessus, puis étudier sa
continuité.
2) Calculer I'(1).
3) Montrer que pour tout z > 0,
(z+1)=zz) (%).

4) En déduire que pour tout n € N, I'(n + 1) = n!
5) Montrer que I' est de classe C2 sur R et calculer
),
6) Montrer que I" est convexe sur |0, +oo[
1
7) A l'aide de (%), montrer que I'(z) ~ —.
z—0t T

8) En formant le quotient M, montrer que la courbe
représentative de I' admet une branche parabolique de
direction (Oy) en +oo0.
9 a)En utilisant l'inégalité In(1 + u) < u pour tout
% > —1, montrer que :

t n
VneN, Vte[0,n], 0<e * - <1—n)

9b) En déduire que

n t n “+co
gzt (1 — ) dt:/ e o 14t
0 n 0

. nln®
9c) Montrer que I'(z) = nHToo 2@t 1)

lim
n—+oco

(z+mn)
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