
Math�ematiques ; exercices Lycée A. Brizeux PC 2009-2010

Chapitre 14 : Intégrales impropres, intégrales à paramètre

I. Applications directes du cours

Exercice 1
Etudier l'int�egrabilit�e sur I = R+� de f o�u f(x) vaut :
a) xn lnx, avec n 2 N ;

b)
ln jx+ 1j

(1 + x2)
p
x

;

c) x� ln(x+ e�x), selon les valeurs de � et � ;

d)
ecosxx�

chx+
p
x

;

e)
sinx

x(lnx)2 ;

Exercice 2
Etudier l'existence et calculer
a)
Z

]a;b[

1
(t� a)(b� t) dt ;

b)
Z

]1;+1[
(t6 � t5)�1=3dt ;

c)
Z

]0;�=2[
ln(cos t) dt,

Z
]0;�=2[

ln(sin t)dt,
Z

]0;�=2[
ln(sin(2t))dt ;

( on cherchera des relations entre ces r�eels)

d)
Z

]��=2;�=2[
tan t dt ;

II. Exercices

Exercice 3

Soit I =
Z 1

�1

dxp
1 + x+

p
1� x .

1) Montrer que I = lim
"!0+

Z 1

"

p
1 + x�p1� x

x
dx

2) Pour � 2]0; 1[, montrer �a l'aide d'une
d�ecomposition en �el�ements simples que :
1
�

=
1
2

(
1p

�+ 1� 1
� 1p

�+ 1 + 1
)

3) Calculer I.
On pourra remarquer que pour x � 0,p

1 + x
x

= 1p
1 + x

+ 1
x
p

1 + x
, puis que

p
1 + x
x

= 1p
1 + x

+ 1
2
p

1 + x
( 1p

1 + x� 1
� 1p

1 + x+ 1
)

Exercice 4
Soit a r�eel de ]0; �], et pour n 2 N�, fn d�e�nie sur

]0; �[= I par fn(t) =
sin(nt)

sin t
et In(a) =

Z
]0;a[

fn(t)dt

a) �etudier l'int�egrabilit�e de f sur I ;
b) Calculer In+1(�) � In�1(�), en d�eduire pour tout
n, In(�)
c) Trouver une relation entre In(� � a) et In(a)
d) prouver lim

n!+1 In+1(a)� In(a) = 0 et

lim
n!+1 In(a) =

�
2

.

e) Calculer lim
n!+1

Z
]0;a[

sin(nt)
t

dt etZ
]0;+1[

sin t
t

dt

Exercice 5

Justi�er que pour n 2 N, x 7! xn

(x2(1� x))1=3 est

int�egrable sur ]0; 1[, donner une formule de r�ecurrence

sur Jn =
Z

]0;1[

xn

(x2(1� x))1=3 dx, calculer J0 puis une

expression de Jn avec des factorielles

Exercice 6
Soit (fn) suite de fonctions r�eelles d�e�nies sur [0; 1],

pour n � 0, par fn(x) =
(x3 + x)e�x
x+ 1

n
;

a) Prouver que (fn) converge simplement vers une
fonction f sur [0; 1].

b) Prouver que jfn(x)� f(x)j � 2
(nx+ 1)

.

c) Calculer lim
n!+1

Z
[0;1]

fn(t)dt.

Exercice 7
Soit g la fonction r�eelle d�e�nie sur D partie de R, par

g(x) =
+1X
n=0

(�1)n

n!(x+ n)
;

a) Donner explicitement D et prouver que g est C1 ;
b) Justi�er que x 7! xg(x) � g(x + 1) est constante
sur D ;
c) Repr�esenter g sur ] � 1; 0[ et ]0;+1[, prouver que
pour tout x > 0, g(x) =

Z
]0;1]

tx�1e�t dt.

d) donner un D.L. en 0 �a droite de x 7! g(
1
x

)

Exercice 8

D�emontrer que
Z 1

0

ln t
1 + t

dt =
+1X
n=0

(�1)n

(n+ 1)2

Exercice 9
Montrer que la suite (un) d�e�nie par :

un =
Z 1

0

(�t)n
1 + t2

dt admet une limite que l'on pr�ecisera.

Exercice 10

D�eterminer lim
n!+1

Z
]0;n[

(1� t
n)n

t��1 dt pour � < 2
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Exercice 11

Que vaut lim
n!+1

Z a

0

1 + tnp
t+ t2n

dt

( distinguer deux cas pour a)
Exercice 12

On pose f(x) =
Z +1

1

dt
(1 + t)tx

.

1) Etudier le domaine de d�e�nition D de f .
2) Montrer que f est d�ecroissante sur D.
3) Montrer que f est continue sur D.
4) Donner une relation entre f(x + 1) et f(x), pour
x 2 D.
5) Calculer f(n) pour n 2 N�.

Exercice 13
Soient A = [0;+1[, I = [0;+1[, et
F : A� I ! R; (x; t) 7! xe�xt. Montrer que :
1) pour tout t 2 I, 't : x 7! F (x; t) est continue.
2) pour tout x 2 A,  x : t 7! F (x; t) est continue par
morceaux.
3) pour tout x 2 A,  x est int�egrable sur I.
4) f : A! R; x 7!

Z
I
F (x; t)dt n'est pas continue sur

A.

Exercice 14

Soit f : x 7!
Z +1

0
e�t2 ch(2xt)dt.

1) Montrer que f est d�e�nie sur R.
2) Montrer que f est de classe C1 sur R et que :
8x; f 0(x) = 2xf(x)
3) En d�eduire que :

8x;
Z +1

0
e�t2 ch(2xt)dt =

p
�

2
ex

2
.

III. Pour aller plus loin

Exercice 15

Nature de l'int�egrale
Z +1

0

�
e

sinxp
x � 1

�
dx

Exercice 16
Soit f d�e�nie sur I =]0; 1[ par

f(x) =
ln(1� x2)

x2 .
Etudier son int�egrabilit�e et prouver queZ
I
f = �

+1X
n=1

1
n(2n� 1)

.

Terminer le calcul en utilisantX
1�k�n

1
k

= ln(n) + 
 + o(
1
n

)

Exercice 17
Soit f de classe C2 sur R �a valeurs r�eelles, telle que
f2 et (f 00)2 soient int�egrables sur R et lim

+1 f
0 = 0 =

lim�1 f
0, prouver que (f 0)2 est int�egrable sur R en utili-

sant une int�egration par parties.
Exercice 18

Soient p; q r�eels de R+� prouver queZ
[0;1]

xp�1

1 + xq
dx =

+1X
n=0

(�1)n

nq + p

Exercice 19
On consid�ere la fonction
� :]0;+1[; x 7!

Z +1
0

tx�1e�t dt

1) Justi�er la d�e�nition ci-dessus, puis �etudier sa
continuit�e.
2) Calculer �(1).
3) Montrer que pour tout x > 0,
�(x+ 1) = x �(x) (?).
4) En d�eduire que pour tout n 2 N, �(n+ 1) = n!
5) Montrer que � est de classe C2 sur R et calculer
�(2).
6) Montrer que � est convexe sur ]0;+1[

7) A l'aide de (?), montrer que �(x) �
x!0+

1
x

.

8) En formant le quotient
�(x)
x

, montrer que la courbe
repr�esentative de � admet une branche parabolique de
direction (Oy) en +1.
9 a)En utilisant l'in�egalit�e ln(1 + u) � u pour tout
u > �1, montrer que :

8n 2 N; 8t 2 [0; n]; 0 � e�t �
�

1� t
n

�n � t2

n
e�t

9b) En d�eduire que

lim
n!+1

Z n

0
tx�1

�
1� t

n

�n
dt =

Z +1
0

e�ttx�1dt:

9c) Montrer que �(x) = lim
n!+1

n!nx

x(x+ 1) : : : (x+ n)
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