exercice 1 )  Déterminer les polyndmes P dans R[X] tels que P(X?) = P(X)P(X + 1).

exercice 2 ) Soit A € M,(R) telle que A% + A% + A = 0. Montrer que T'r(A) est une entier relatif.

exercice 3 ) L'application ¥ de R[X] dans R[X] définie par ¥(P)(X) = P(X?) + (1 + X?)P(X) est-elle linéaire? injective ?
surjective ?

“+o0
exercice 4 )  Calculer an"
n=1

exercice 5 ) Soit f : R — R, 27-périodique , telle que Vz € [—7, 7] , f(z) = z°.

Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa convergence.

exercice 6 )
—+o0
$2n+2

exercice 7) La fonction f : (z,y) — zln(z® + y?) est-elle prolongeable par continuité en (0, 0) ?

n—-+4oo n——+oo

1
exercice 8 )  Soit I, :/ z"(1 — z)"dz. Calculer lim I, et lm 4"],.
0

exercice 9 ) La matrice M = : : est-elle diagonalisable ?

l1-n ... ... 1—n

2 y? 2z
ERE R

2

exercice 10 )  Donner la nature de la surface (S) d'équation : = 3. Trouver le plan tangent a (S) en (3,5,2) noté P.

DN
(@1

exercice 11 )  Soit A € M,(C). Montrer que , si A est diagonalisable , alors Ker(A) = Ker(A?).

exercice 12 )  Soit A € M,(R) une matrice antisymétrique.
Montrer que si n est impair, A ne peut pas étre inversible.
Montrer en utilisant des exemples, que si n est pair, on ne peut pas dire si A est inversible ou non.

1 0 0 1
1 1 0
0
exercice 13 ) Dans R", quel est lerangde | . |, (lJ SO R I
. 0 :
: 1 0
0 0 1 1
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exercice 14 ) Monter que ¢ : P — (X +2)P(X) — XP(X + 1) est un endomorphisme de R,,[X]. En déterminer le noyau.

exercice 15 )  Soit A € M, (R). Montrer que Ker(*AA) = Ker(A).

exercice 16 )  Soit (a,b,c) 3 réels tels que a® + b* + ¢ = 1. Dans R?® muni de sa structure euclidienne canonique, on considere le

plan P d'équation : cz + by + az = 0.
Déterminer la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a P .

. 1 1 . . ‘s
exercice 17 )  Pour n € N*, on pose u,, = arccos (7) — arccos (—) Déterminer la nature de la série E Up, -
n

n3

1 1
exercice 18 ) Soit A=| © . I | € M,(R). Déterminer son rang. A est-elle diagonalisable ?
1 .01
1+ 22 z
T 1+22
En déduire le déterminant D =
T T oo 142°

exercice 19 )  Soit p un projecteur de B = R™. Pour u € L(E), on pose ¢(u) = u o p.
Montrer que ¢ est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

Planche 1)  CCP 2006 Soit A € 9,,(C). On pose Ay = {M € M,(C)| M + *M = Tr(M)A}.
On note S,,(C) (resp. A,(C) ) I'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques).

1. Montrer que A 4 est un sous-espace vectoriel de 9, (C) et que A, (C) est inclus dans A 4.
2. Si Tr(A) # 2, montrer que Ay = A,(C).

3. SiTr(A) =2etsi A¢ S,(C) , trouver Agy.

4. Montrer que 9, (C) est somme directe de S, (C) et de A,(C).

5. SiTr(A) =2etsi A€ S,(C), trouver Agy.

Planche 2)  ccP 2006

—T

1412

“+oo
1. Etudier le domaine de définition, la continuité et la monotonie de f(z) = /
1

1
2. Montrer que Vz €]0,+00[ , f(z) + f(z +1) = —.
T
3. Calculer f(1).
4. Donner un équivalent de f(z) en 07 et +oo.

5. Donner |'allure du graphe de f.

Oraux CCP

dt sur ]0, +o0[.
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Planche 3)  ccP 2006

a 0
0 a 0
Soienta,be Ret A= | : C | € Man(R).
0 b ... 0
b 0 ... 0 @

1. A est-elle diagonalisable ?

2. Calculer Det(A) puis déterminer les éléments propres de A.

Planche 4)  ccP 2006

Soit E = R,[X]. On note ||.|| une norme sur E, dérivant d'un produit scalaire et (ag, a1, ..., a,) n + 1 réels distincts.
n

On pose , pour P € B, ||P|ly = ) _ |P(a)]-
k=0

. Montrer que ||.||; est une norme sur E.

. Montrer que VP,Q € B, [P+ Q|* +[IP — QII* = 2(|IP|I* + | QII*)-

. Montrer qu'il existe deux réels strictement positifs b et ¢ tels que VP € E , b||P||1 < ||P|| < ¢||P|]1-

1
2
3. Montrer qu'il existe des polynémes P; tels que P;(a;) = &; ;. Calculer alors ||P; + Pj||1 . [|P; — Pjll1 . ||P:|l1- Conclusion ?
4
5

. Pourquoi ne peut-on pas avoirb=c=17

n B
Planche 5)  cCP 2006 Pour n > 1, on pose u, = Z () et fp iz — n
k=0 \" 0 si z>n+1
partie entiére).
n k n “+oco
1. Montrer que Vn > 1, u, = Z (1 — ) puis que u, = / fn(z)dz.
n 0
k=0
2. Montrer que la suite de fonction (f5), ¢~ converge simplement sur R
3. Déterminer alors la limite { de (uy),,.
4. Montrer que la suite (n(u, — 1)) _ est bornée.
Planche 6)  ccp 2007
T—z

Soit f: R — R, 2w-périodique, impaire définie par f(0) =0 et Vz €]0,7], f(z) =

2
1. Etudier le développement en série de Fourier de f.

2. Soit g : R — R, continue, 2m-périodique, impaire tel que sur [0, 1], g est affine et sur [1,7], g = f.
Etudier le DSF de g.

XNsinn  XNsin®n
3. En déduire que E = E 5
n n
n=1 n=1
+oco . 2
sin“n
4. Calculer g et
n
n=1

Oraux CCP

n
> si 0<z<n+1

(ol E est la fct
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Planche 7)  ccp 2007
+oo “+oo
Pour s > 0 et n € IN*, on pose I,,(s) = / e ™Mt dt et T'(s) = / et tdt
0 0

1. Justifier que les fonctions T et I,, sont bien définies sur |0, +oco].
2. Montrer que Vs >0etVn € N*, I'(s) = n°L,(s).

2 (—1)FT(s)

3. Pour n > 1, on pose S,(s) = Z . Exprimer S, (s) a 'aide d'une intégrale.

= (2k + 1)s
4. En déduire que pour s > 0, la série g & converge et donner sa limite.
= (2k + 1)s
5. Application : Déterminer +§°° (-1)* .
—_ P 2k +1

Planche 8) ccr 2007

1. Dans R® muni de sa structure euclidienne usuelle, Soit D la droite paramétrée par < y

z

Mo(z0, Y0, 20) un point de R® et M;(z1,y1,21) le symétrique de My par rapport 2 la droite D.

Montrer que :

7. — (a® — 5%)zo + 2aPyo _ (B? = a®)yo + 2afz0
1= a2 + 32 o Y1 = a2 + 32
2. Soient m € R* et h € R*. On considere 4 droites d'équations cartésiennes :
Dl : y = me D2 : y = me D3 . y = —me D4 . y
z = h z = -—h z = h z

On note A; (resp. Aj, Az, Ay) le symétrique de My par rapport a D; (resp. Dy, D3, Dy).

Déterminer les coordonnées de ces 4 points et montrer qu'ils sont coplanaires.

3. Montrer qu'il passe par ces 4 points un unique plan  ssi  (zg,¥o0) # (0,0)

21 =2c—2g

Oraux CCP

Bt ,t € R avec (a,B) # (0,0). Soit
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