Mathématiques ; exercices Révisions PC Brizeux 2009-2010

I. Espace vectoriel de fonctions

+oo
Montrer que A = {f € C°([0, +oo[, R); Vz > 0, / e **|f(t)|dt < +oo} est un R-espace vectoriel.
0

II. Etude de branches infinies

3
z(t) = t——
Etudier I' la courbe paramétrée par : 3t
1) Montrer que z et y sont définies et dérivables sur D =] — 00, 0[U]0, 2[U]2, +00].
1 -3
2) Montrer que 11m ygt; Y puis que 11m y(t) — fx( ) = VB En déduire qu’une asymptote a I' lorsque
. . . 1 3
t — 0" (resp. t — 0 ) est la droite A d’équation y = 3% 2
1 3 =7
3) Montrer que y(t) — Ex(t) + 20 ?t + o(t).

En déduire que I' est au dessous de A lorsque t — 0, et que I est au-dessus de A lorsque t — 0"
4) Montrer que la droite A, d’équation y = O est est asymptote a I' lorsque ¢ — +o00 (resp. t — —00 )

1
5) Montrer que la droite A; d’équation z = 5 est est asymptote a I" lorsque ¢ — 2.
6) Tracer I'.

III. Conique

Soit C la conique définie par :

C={(z,y) € R?* z° +2y* + 3z + 2y — 5 =0}

1) Quelle est la nature de C?

2) Montrer que 1’équation réduite de C est X* +2Y? =
3) Pour tout triplet T = (u, v, h);nR?, avec (u,v) # (0,0), on note
Dy la droite d’équation uz + vy + h = 0.

31

Déterminer les triplets 7" pour lesquels Dt est tangente a C.
(on pourra utiliser le fait que le vecteur Grad ]_f;z dirige la normale au point a & une courbe plane d’équation

cartésienne F(z,y) =0)
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IV. Séries (CCPO08, PC, ép 2)

|Probleme 1|

Pour tout nombre réel s, on considére I’équation différentielle linéaire homogene du second ordre (&)

suivante :
(&) (1-27)y"(z) —2(s +2)zy'(z) — 2(s + 1y(z) = 0.
On note f; la solution de (&) sur | — 1, 1[ qui vérifie les conditions initiales f,(0) = 0 et fi(0) = 1.
1. Soit g, la fonction définie sur | — 1, 1] par g;(z) = fs(z) + f.(—z).
a) Montrer que g, est solution de (&;) sur | — 1, 1.
b) Calculer g,(0) et g.(0). En déduire que f, est impaire.
2. Déterminer en fonction de s I'unique valeur de a € R telle que la fonction z +— (1 — %) soit
solution de (&) sur | — 1,1].
3. Soit u, la fonction définie sur | — 1, 1[ par u,(z) = (1 — z%)*"' f.(z).

a) Montrer que la dérivée u, de u, est solution sur | — 1, 1[ de ’équation différentielle :

(&) (1—2%) y'(z) + 2szy(z) = 0.

b) Déterminer ’ensemble des solutions de (&) sur | — 1, 1].
c) Calculer u}(0) et us(0). En déduire que us(z) = / (1 — ¢?)*dt pour tout z €] — 1, 1][.
0

4, Soit y une fonction impaire, définie sur un intervalle ouvert I contenant 0, développable en série
“+oco

entiére sur I. On note y(z) = > c,z°"! le développement en série entiére de y sur I.
n=0
a) Montrer que pour que y soit une solution de (&), il faut et il suffit que ’on ait, pour tout
nelN:
25+2n+3
Cnt1 = —————Cn.
2n + 3

b) En déduire pour tout n € IN* une expression de c, en fonction de n et c,.
c) Pour quelles valeurs de s € R I’équation (&;) admet-elle des solutions polynomiales impaires
non identiquement nulles ?

3 = :
d) On suppose que s ¢ {—n — 5 ME N}, que y(z) = > c,z®"*" est solution de (&;) sur I, et que
n=0

—+o0

co # 0. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere »  ¢,z*""".
n=0

5. Déduire des questions précédentes que pour tout s € R et tout z €] —1,1[ on a :
fo(z) =z + Jio 2" ﬁ(2s + 2k + 1)| >
A o L@n+ 1)t .

6. Montrer que pour tout p € IN et tout z €] —1,1[ on a :

/z dt _ Qp(z)
0 (1 _ t2)P+% (1 _ $2)p+%’

ou @, est une fonction polynomiale impaire de degré 2p + 1 que l'on explicitera.

z dt z dt
Expliciter en particulier / —— et / —_—.
o (1-1¢2)2 o (1—-1¢2)2
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V. Projecteurs orthogonaux (PT 2009 épreuve A)

| Probleme 2]

Dans tout le probleme, n est un entier strictement positif, £ désige un espace vectoriel réel de dimension

finie n, L(E) '’ensemble des endomorphismes de F, Iz 'identité dans E, et O l’endomorphisme nul

sur F.

1.

Dans cette question, E est de dimension 2. On considere la base B = (e;,e2) de E. On considére

I’application linéaire f ayant pour matrice dans la baase B :
1/1 -1
M=:>
3\-2 2
(a) Montrer que f est un projecteur. Quel est son rang?

(b) Déterminer le noyau et 'image de f.

. Dans cette question, E est de dimension 3. On considére la base B = (e, e2,€e3) de E. D désigne

la droite vectorielle engendrée par le vecteur €; = e; + 3e; — e3 et P le plan engendré par les
vecteurs €, = e; — ez et €3 = 2e; — e5. Déterminer la matrice, dans la base B, du projecteur 7 sur
P parallelement a D.

Dans cette question, et jusqu’a la fin du probéme, p désignera un projecteur de E, ou E est un
espace vectoriel de dimension n. Montrer que Ker p et Im p sont supplémentaires dans £ ; on pourra
écrire, pour z € E, z = [z — p(z)] + p(z).

Soit g I’endomorphisme défini par : ¢ = Iy — p. Montrer que g est un projecteur de E. Déterminer

le noyau et 'image de g. Calculer pog et go p.
Soient p; et p, deux projecteurs de E tels que p; o p, = Op.
(a) Montrer que g est un projecteur de E.

(b) Montrer que Kerp, [ |Kerp, C Kerg.

(c) Montrer que Kerp, [ |Kerp, = Kerg.

L’espace vectoriel F est désormais muni d’un produit scalaire < ; >. La norme du vecteur z € E
est notée ||z||. Enfin, le sous-espace orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' de E sera noté F. On
rappelle qu’'un projecteur de E est dit orthogonal lorsque son noyau et son image sont orthogonaux.
Soit p un projecteur de E.

(a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors :
Vu € B, [[p(u)|| < |[lull (*)

(b) Montrer que si la condition (x) est vérifiée, alors p est un projecteur orthogonal.
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VI. Inégalité de convexité

Exercice 4

1) Déterminer la tangente a la courbe représentative de exp en 0, puis la pente de la corde reliant les
points (0, %) et (z,€e®) pour z € R.

A l'aide de la convexité de la fonction exp sur R, montrer que : Vz € R, e* > 1 + z.

2) Déterminer la tangente a la courbe représentative de In en 1, puis la pente de la corde reliant les
points (1,In1) et (z,e") pour z > 0.

A T’aide de la concavité de la fonction In sur R* , montrer que : Vz € R, In(1 + z) < z.

3) Soit z € [0, g] Déterminer la tangente a la courbe représentative de sin en 0, puis la pente de la

corde reliant les points (0, sin 0) et (g, sin g), et la pente de la corde reliant les points (0, sin0) et (z, z).

: . 2 .
A P’aide de la concavité de la fonction sin sur [0, g], montrer que : Vz € [0, g], —z <sginz < z.
T

VII. Inégalité et formule de Taylor

A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, établir I'inégalité :

u2
VueR, ¥ —1—u| < 56‘“'

VIII. Fonctions définies par un intégrale

Soit f € C}(R?,R). On pose & : z s / f(z, t)dt.
On souhaite montrer que ® est dérivable sur R, et

2

®'(z) = /: gi(ac,t)dt + 2z f(z,7?) — f(z,z), Vz € R.

1) Vérifier cette formule dans le cas particulier f : (z,t) — zt

2) On se place ensuite dans le cas général.

Soit G : (z,t) — /Ot f(z,u)du. Justifier que G est définie sur R?, dérivable et que oG =f.

50 ot
4) En déduire que ®(z) = / E(x,t)dt, Vz € R

5) En déduire que &(z) = G(z,z*) — G(z, ), Vz € R.
6) Conclure que ® est définie et dérivable sur R et calculer sa dérivée.
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