
Math�ematiques ; exercices Révisions PC Brizeux 2009-2010

I. Espace vectoriel de fonctions
Exercice 1

Montrer que A = ff 2 C0([0;+1[;R); 8x > 0;
Z +1

0
e�xtjf(t)jdt < +1g est un R-espace vectoriel.

II. Etude de branches infinies
Exercice 2

Etudier � la courbe param�etr�ee par :

8>><>>: x(t) = t� 3
t

y(t) =
3

t2 � 2t
1) Montrer que x et y sont d�e�nies et d�erivables sur D =]�1; 0[[]0; 2[[]2;+1[.

2) Montrer que lim
t!0

y(t)
x(t)

=
1
2

, puis que lim
t!0

y(t)� 1
2
x(t) =

�3
4

. En d�eduire qu'une asymptote �a � lorsque

t! 0+ (resp. t! 0� ) est la droite � d'�equation y =
1
2
x� 3

4
3) Montrer que y(t)� 1

2
x(t) +

3
4

=
t!0

�7
8
t+ o(t).

En d�eduire que � est au dessous de � lorsque t! 0�, et que � est au-dessus de � lorsque t! 0+

4) Montrer que la droite �2 d'�equation y = 0 est est asymptote �a � lorsque t! +1 (resp. t! �1 )

5) Montrer que la droite �3 d'�equation x =
1
2

est est asymptote �a � lorsque t! 2.
6) Tracer �.

III. Conique
Exercice 3

Soit C la conique d�e�nie par :
C = f(x; y) 2 R2; x2 + 2y2 + 3x+ 2y � 5 = 0g
1) Quelle est la nature de C ?

2) Montrer que l'�equation r�eduite de C est X2 + 2Y 2 =
31
4

.
3) Pour tout triplet T = (u; v; h)inR3, avec (u; v) 6= (0; 0), on note
DT la droite d'�equation ux+ vy + h = 0.
D�eterminer les triplets T pour lesquels DT est tangente �a C.
(on pourra utiliser le fait que le vecteur

�����!
Grad F a dirige la normale au point a �a une courbe plane d'�equation

cart�esienne F (x; y) = 0)
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IV. Séries (CCP08, PC, ép 2)

Problème 1

Pour tout nombre r�eel s, on consid�ere l'�equation di��erentielle lin�eaire homog�ene du second ordre (Es)
suivante :

(Es) (1� x2) y00(x)� 2(s+ 2)xy0(x)� 2(s+ 1)y(x) = 0:

On note fs la solution de (Es) sur ]� 1; 1[ qui v�eri�e les conditions initiales fs(0) = 0 et f 0s(0) = 1:

1. Soit gs la fonction d�e�nie sur ]� 1; 1[ par gs(x) = fs(x) + fs(�x).
a) Montrer que gs est solution de (Es) sur ]� 1; 1[.
b) Calculer gs(0) et g0s(0). En d�eduire que fs est impaire.

2. D�eterminer en fonction de s l'unique valeur de � 2 R telle que la fonction x 7! (1 � x2)� soit
solution de (Es) sur ]� 1; 1[.

3. Soit us la fonction d�e�nie sur ]� 1; 1[ par us(x) = (1� x2)s+1fs(x).
a) Montrer que la d�eriv�ee u0s de us est solution sur ]� 1; 1[ de l'�equation di��erentielle :

(E 0s) (1� x2) y0(x) + 2sxy(x) = 0:

b) D�eterminer l'ensemble des solutions de (E 0s) sur ]� 1; 1[.
c) Calculer u0s(0) et us(0). En d�eduire que us(x) =

Z x

0
(1� t2)sdt pour tout x 2]� 1; 1[.

4. Soit y une fonction impaire, d�e�nie sur un intervalle ouvert I contenant 0, d�eveloppable en s�erie

enti�ere sur I. On note y(x) =
+1X
n=0

cnx2n+1 le d�eveloppement en s�erie enti�ere de y sur I.

a) Montrer que pour que y soit une solution de (Es), il faut et il su�t que l'on ait, pour tout
n 2 N :

cn+1 =
2s+ 2n+ 3

2n+ 3
cn:

b) En d�eduire pour tout n 2 N� une expression de cn en fonction de n et c0.
c) Pour quelles valeurs de s 2 R l'�equation (Es) admet-elle des solutions polynomiales impaires
non identiquement nulles ?

d) On suppose que s =2 f�n� 3
2

; n 2 Ng, que y(x) =
+1X
n=0

cnx2n+1 est solution de (Es) sur I, et que

c0 6= 0. D�eterminer le rayon de convergence de la s�erie enti�ere
+1X
n=0

cnx2n+1.

5. D�eduire des questions pr�ec�edentes que pour tout s 2 R et tout x 2]� 1; 1[ on a :

fs(x) = x+
+1X
n=1

"
2nn!

(2n+ 1)!

nY
k=1

(2s+ 2k + 1)
#
x2n+1:

6. Montrer que pour tout p 2 N et tout x 2]� 1; 1[ on a :Z x

0

dt
(1� t2)p+ 3

2
=

Qp(x)
(1� x2)p+ 1

2
;

o�u Qp est une fonction polynomiale impaire de degr�e 2p+ 1 que l'on explicitera.

Expliciter en particulier
Z x

0

dt
(1� t2) 3

2
et
Z x

0

dt
(1� t2) 5

2
.
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V. Projecteurs orthogonaux (PT 2009 épreuve A)

Problème 2
Dans tout le probl�eme, n est un entier strictement positif, E d�esige un espace vectoriel r�eel de dimension
�nie n, L(E) l'ensemble des endomorphismes de E, IE l'identit�e dans E, et OE l'endomorphisme nul
sur E.

1. Dans cette question, E est de dimension 2. On consid�ere la base B = (e1; e2) de E. On consid�ere
l'application lin�eaire f ayant pour matrice dans la baase B :

M =
1
3

0@ 1 �1
�2 2

1A.

(a) Montrer que f est un projecteur. Quel est son rang ?

(b) D�eterminer le noyau et l'image de f .

2. Dans cette question, E est de dimension 3. On consid�ere la base B = (e1; e2; e3) de E. D d�esigne
la droite vectorielle engendr�ee par le vecteur "1 = e1 + 3e2 � e3 et P le plan engendr�e par les
vecteurs "2 = e1 � e3 et "3 = 2e1 � e2. D�eterminer la matrice, dans la base B, du projecteur � sur
P parall�element �a D.

3. Dans cette question, et jusqu'�a la �n du prob�eme, p d�esignera un projecteur de E, o�u E est un
espace vectoriel de dimension n. Montrer que Ker p et Im p sont suppl�ementaires dans E ; on pourra
�ecrire, pour x 2 E, x = [x� p(x)] + p(x).

4. Soit q l'endomorphisme d�e�ni par : q = IE � p. Montrer que q est un projecteur de E. D�eterminer
le noyau et l'image de q. Calculer p � q et q � p.

5. Soient p1 et p2 deux projecteurs de E tels que p1 � p2 = OE.

(a) Montrer que q est un projecteur de E.

(b) Montrer que Ker p1
\

Ker p2 � Ker q.

(c) Montrer que Ker p1
\

Ker p2 = Ker q.

6. L'espace vectoriel E est d�esormais muni d'un produit scalaire < ; >. La norme du vecteur x 2 E
est not�ee kxk. En�n, le sous-espace orthogonal d'un sous-espace vectoriel F de E sera not�e F?. On
rappelle qu'un projecteur de E est dit orthogonal lorsque son noyau et son image sont orthogonaux.
Soit p un projecteur de E.

(a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors :
8u 2 E; kp(u)k � kuk (?)

(b) Montrer que si la condition (?) est v�eri��ee, alors p est un projecteur orthogonal.
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VI. Inégalité de convexité
Exercice 4

1) D�eterminer la tangente �a la courbe repr�esentative de exp en 0, puis la pente de la corde reliant les
points (0; e0) et (x; ex) pour x 2 R.
A l'aide de la convexit�e de la fonction exp sur R, montrer que : 8x 2 R; ex � 1 + x.
2) D�eterminer la tangente �a la courbe repr�esentative de ln en 1, puis la pente de la corde reliant les
points (1; ln 1) et (x; ex) pour x > 0.
A l'aide de la concavit�e de la fonction ln sur R�+, montrer que : 8x 2 R; ln(1 + x) � x.
3) Soit x 2 [0;

�
2

]. D�eterminer la tangente �a la courbe repr�esentative de sin en 0, puis la pente de la

corde reliant les points (0; sin 0) et (
�
2
; sin

�
2

), et la pente de la corde reliant les points (0; sin 0) et (x; x).

A l'aide de la concavit�e de la fonction sin sur [0;
�
2

], montrer que : 8x 2 [0;
�
2

];
2
�
x � sinx � x.

VII. Inégalité et formule de Taylor
Exercice 5

A l'aide de la formule de Taylor avec reste int�egral, �etablir l'in�egalit�e :

8u 2 R; jeu � 1� uj � u2

2
ejuj

VIII. Fonctions définies par un intégrale
Exercice 6

Soit f 2 C1(R2;R). On pose � : x 7!
Z x2

x
f(x; t)dt.

On souhaite montrer que � est d�erivable sur R, et

�0(x) =
Z x2

x

@f
@x

(x; t)dt+ 2xf(x; x2)� f(x; x); 8x 2 R:
1) V�eri�er cette formule dans le cas particulier f : (x; t) 7! xt
2) On se place ensuite dans le cas g�en�eral.

Soit G : (x; t) 7!
Z t

0
f(x; u)du. Justi�er que G est d�e�nie sur R2, d�erivable et que

@G
@t

= f .

4) En d�eduire que �(x) =
Z x2

x

@G
@t

(x; t)dt; 8x 2 R
5) En d�eduire que �(x) = G(x; x2)�G(x; x); 8x 2 R:
6) Conclure que � est d�e�nie et d�erivable sur R et calculer sa d�eriv�ee.
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