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chapirre 3| D éterminants

Applications directes du cours

Exercice 1

On note B = (¢, 7, k) la base canonique directe
de R3. Pour chacune des familles suivantes dite si

elle est une base de R® et si oui si elle est directe :

= o = e
-7:1 :(]vkv’l’)’]:é = (7’ + 7, _k’] - 7’))
e
Fs=Qui+75,1+7,k)
On pose n = 2. Rappeler la base canonique B de
M, (R). Ecrire dans cette base la matrice de 'appli-

cation linéaire f : M, (R) — M,(R), M — *M, puis
calculer det(f).

Exercice 3

Soit n € IN*.
1. Rappeler pourquoi M,(R) = S, & A,.
2. A Taide d'une base B adaptée a cette

décomposition en somme directe, calculer det(f),
ott f:M,(R) = ML(R), M —tM.

Exercice 4

1
Calculer: Ay =| -1 2 0 |; Ay = Det(A—zl3), pour
3 00
1 1 1 1
2 10 2 0 2 2
zeRet A= 1 1 0 ; Az =
31 3 3
0 0 7
1 2 3 4

t

11
Pourt e R,onpose 44, =0 1 -1
t 1 0
1. Déterminer ’ensemble 7 des valeurs de t pour les-
quelles A; est inversible.

II. Exercices

Exercice 9

Soient A et B deux matrices semblables de 9, (R), et
z € R. Montrer que det(A — zI,,) = det(B — zI,,).

Exercice 10
Soit B et B’ deux bases de R™. Soit P la matrice de
passage de B a B'. Exprimer a 1'aide de P et P! les
matrices Matpg : (1d) et Matp p(id).

Exercice 11
Soit B une base de E = R"™ et f € L(E). Soient
1,-+-,Vn € E . Montrer que

=~

Ch.3 Déterminants

2. Pour t € T, résoudre a l'aide des formules de Cra-

z 1
mer le systeme A; |y | = | 1
z 1

Exercice 6

Résoudre, en fonctions des valeurs des parametres réels
ar +y +z +t =

+ay +z
T +y +az
z 4y +z +at =05

a et b le systeme

Exercice 7

1 0
Soit A=1|1 1
0 1

=

1. Déterminer Com(A4) = ((—1)**74; ;) la matrice

des cofacteurs de A.

2. Calculer A x *Com(A) et det(A4).

Exercice 8

(A SAVOIR FAIRE IMPERATIVEMENT)

Soit n € N*, et M € 9M,(R), on note Cy,...,Cp
ses vecteurs colonnes, et Lq,...,L, ses lignes. Soient
(1,7) €1,n],avec i # 7, x€ Ret T; j 5 = In + AE; ;.

1. Justifier que T; ;5 est inversible.

2. A quelle opération élémentaire sur M correspond
la multiplication a droite par T; ;7 Comparer
det(MTi,]")\) et det(M).

3. A quelle opération élémentaire sur M correspond
la multiplication a gauche par T; ;) ? Comparer
det(TiJ-,;\M) et det(M)

tr(f) Detg(Va,...,Va) = > Detg(Va,..., F(Vi),..., Va).
1=1

Soient n un entier, A,B € GL,(R) et C € M,(R),

A

et soit M = < . Montrer que det(M) # 0. En

n

déduire que M est inversible. Calculer son inverse.

A1
(on pourra le chercher sous la forme (*—)1 )
0» B
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Soient L et C respectivement des matrices ligne et co-
In—l

L
est inversible si et seulement si LC # a; calculer alors
AL

Exercice 14

lonne et dans M, (R), A = , prouver que A

Soient pour p, g, m,n entiers naturels, A € M, ,(R) et
B € Mp,q4(R); on pose r =rg(A) et s = rg(B). Compa-
rer a r + s le rang des matrices suivantes : a) si m = p,

. A C
Mlz[AB]b)mn:q,Mg:B c) M5 = o Bl
pour C € My, 4(R).

0 r  —q
Calculer le rang de Mpq, = —-r 0 p |, et
g —p 0

étudier I’application de R® vers M, (R) qui a (p,q,7)
associe Mp g.r.

Exercice 16

Calculer pour a, b, c réels fixés :

a+b . (b) )
a+b a
A = NAp=|1 b
c &
(a) a+b

III. Pour aller plus loin

Soit A une matrice carrée telle qu’il existe un entier n tel

que A™ = 0,. (matrice nilpotente d'indice n). Calculer
det A.

Soit n un entier impair, et soit A € M,(R) anti-

symétrique. Calculer det A.

(déterminant de Vandermonde) Soit n un entier fixé.

—

Z1,..-,2,) € C". Pour tout k£ € [1,n], on pose

1 oz 23 .. :r’fl
k—1

1 zs T2 ...z

Vk — 2 2
1 oz 2o ... $£71

1. Calculer Vy, V5.

2. Hn faisant les opérations sur les colonnes C3
C3 — 2105 puis Cy + Cy — z1;Cp, montrer que
Vs = (21 — z2) (22 — z3) (23 — 21).

3. En généralisant ce calcul, montrer que

n—1 n—1

Vn:H H(:Iij—ivi

i=1 \j=it+1
4. Que dire de (z,...,2z,) lorsque V,, =07
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Calculer déterminant de A = (a;;) carrée d’ordre n : a)
Qi = &, Q41 = Q, Qiy1; = betsili—j] >1,a;5=0
b)ai,;=z+1, aji4+1 = —2, ai11, = —tetsi|i—j] > 1,
a;; = 0c¢) aj; = P,_1(z;) ol les P; sont des polyndmes
de degré ¢ de coefficients dominants a;, et (z;)i1<i<n 7
réels distincts.

calculer la matrice inverse de A = (a,;) carrée d’ordre n

dans les cas suivants : a) a;; = 0sit > jet a;; = 7—1+1

a—b—c 2a 2a
sinon. b) 2b b—a—c 2b (si cet in-
2c 2c c—a-—b»5

verse existe)

Calculer si possible l'inverse de A = (a;;) carrée d’ordre
n

a)a; =0,a;=asi|t—7]>0;

b) aii =0, @41 = a4 =letsife—7]>1,a;=0
c)n =4, ai; =1, g1 = aiy1i = a4 = a4 = 0,
Qiite = Gipoi = 2

Résoudre pour a,b, (z;)1<i<n complexes donnés
zy=az,+betz;pg=az; +b (1<t <n-1)

) z;+zi01 =2, (1<1<n-1)

Soit n € IN*. Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice

carrée. On note C,...,C), ses vecteurs colonnes.

1. Soit 7 € [1,n] En développement det A par rap-

port & la 5™ colonne, justifier que det(A) =

Z ai j(=1)" A4, ;, ot ((—=1)*"7 4, ;) est la famille
=1
des cofacteurs de A.

2. Soient j,k € [1,n] deux entiers distincts. On note
B la matrice dont toutes les colonnes coincident

avec celles de A, sauf la fieme qui est égale a 7 feme

Exprimer les cofacteurs des éléments de la ki®™e
colonne de B al’aide de ceux de A. En remarquant

n
que det(B) = 0, montrer que Z a;jA;; =0
i=1

3. Conclure que *A Com(A) = det(4)I,

4. application : déterminer les inverses respectifs des

11 1 11
matricesP:< >etQ: -1 01

-1 1
1 01
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