
Math�ematiques ; exercices Lycée A. Brizeux PC 2009-2010

Chapitre 3 : Déterminants

I. Applications directes du cours

Exercice 1
On note B = (

�!
i ;
�!
j ;
�!
k ) la base canonique directe

de R3. Pour chacune des familles suivantes dite si
elle est une base de R3 et si oui si elle est directe :
F1 = (

�!
j ;
�!
k ;
�!
i ), F2 = (

�!
i +

�!
j ;
�!
i � �!k ;�!j � �!i ),

F3 = (2
�!
i +
�!
j ;
�!
i +
�!
j ;
�!
k ).

Exercice 2
On pose n = 2. Rappeler la base canonique B de
Mn(R). Ecrire dans cette base la matrice de l'appli-
cation lin�eaire f : Mn(R) ! Mn(R); M 7! tM , puis
calculer det(f):
Exercice 3

Soit n 2 N�.
1. Rappeler pourquoi Mn(R) = Sn �An.
2. A l'aide d'une base B adapt�ee �a cette

d�ecomposition en somme directe, calculer det(f),
o�u f : Mn(R)!Mn(R); M 7! tM .

Exercice 4

Calculer : �1 =

�������
1 2 3
�1 2 0

3 0 0

������� ; �2 = Det(A�xI3), pour

x 2 R et A =

0B@ 2 1 0
1 1 0
0 0 7

1CA ; �3 =

���������
1 1 1 1
2 0 2 2
3 1 3 3
1 2 3 4

���������
Exercice 5

Pour t 2 R, on pose At =

0B@1 1 t
0 1 �1
t 1 0

1CA.

1. D�eterminer l'ensemble T des valeurs de t pour les-
quelles At est inversible.

2. Pour t 2 T , r�esoudre �a l'aide des formules de Cra-

mer le syst�eme At

0B@xy
z

1CA =

0B@1
1
1

1CA :

Exercice 6
R�esoudre, en fonctions des valeurs des param�etres r�eels

a et b le syst�eme

8>>><>>>:
ax +y +z +t = 1
x +ay +z +t = b
x +y +az +t = b2

x +y +z +at = b3

Exercice 7

Soit A =

0B@1 0 1
1 1 0
0 1 1

1CA.

1. D�eterminer Com(A) = ((�1)i+jAi;j) la matrice
des cofacteurs de A.

2. Calculer A� tCom(A) et det(A).

Exercice 8
(A SAVOIR FAIRE IMPERATIVEMENT)
Soit n 2 N�, et M 2 Mn(R), on note C1; : : : ; Cn
ses vecteurs colonnes, et L1; : : : ; Ln ses lignes. Soient
(i; j) 2 [[1; n]], avec i 6= j; � 2 R et Ti;j;� = In + �Ei;j .

1. Justi�er que Ti;j;� est inversible.

2. A quelle op�eration �el�ementaire sur M correspond
la multiplication �a droite par Ti;j;� ? Comparer
det(MTi;j;�) et det(M).

3. A quelle op�eration �el�ementaire sur M correspond
la multiplication �a gauche par Ti;j;� ? Comparer
det(Ti;j;�M) et det(M).

II. Exercices

Exercice 9
Soient A et B deux matrices semblables de Mn(R), et
x 2 R. Montrer que det(A� xIn) = det(B � xIn).

Exercice 10
Soit B et B0 deux bases de Rn. Soit P la matrice de
passage de B �a B0. Exprimer �a l'aide de P et P�1 les
matrices MatB;B0(id) et MatB0;B(id).

Exercice 11
Soit B une base de E = Rn et f 2 L(E). Soient
V1; : : : ; Vn 2 E . Montrer que

tr(f) DetB(V1; : : : ; Vn) =
nX
i=1

DetB(V1; : : : ; f(Vi); : : : ; Vn).

Exercice 12
Soient n un entier, A;B 2 GLn(R) et C 2 Mn(R),

et soit M =

 
A C
0n B

!
. Montrer que det(M) 6= 0. En

d�eduire que M est inversible. Calculer son inverse.

(on pourra le chercher sous la forme

�
A�1 (�)
0n B�1

�
)

Ch.3 Déterminants 1/2



M. Roger Lycée A. Brizeux PC 2009-2010

Exercice 13
Soient L et C respectivement des matrices ligne et co-

lonne et dans Mn(R), A =

 
In�1 C
L �

!
, prouver que A

est inversible si et seulement si LC 6= � ; calculer alors
A�1.
Exercice 14

Soient pour p; q;m; n entiers naturels, A 2Mm;n(R) et
B 2 Mp;q(R) ; on pose r = rg(A) et s = rg(B). Compa-
rer �a r + s le rang des matrices suivantes : a) si m = p,

M1 = [AB] b ) si n = q , M2 =

"
A
B

#
c) M3 =

"
A C
0 B

#
,

pour C 2Mm;q(R).
Exercice 15

Calculer le rang de Mp;q;r =

0B@ 0 r �q
�r 0 p
q �p 0

1CA, et

�etudier l'application de R3 vers Mn(R) qui �a (p; q; r)
associe Mp;q;r.
Exercice 16

Calculer pour a; b; c r�eels �x�es :

�1 =

����������
a+ b : : : (b)

a+ b : : :

: : :
. . .

(a) : : : a+ b

����������. �2 =

�������
1 a a2

1 b b2

1 c c2

�������

Exercice 17
Calculer d�eterminant de A = (aij) carr�ee d'ordre n : a)
aii = x, aii+1 = a, ai+1i = b et si ji � jj > 1, aij = 0
b) aii = x+ i , aii+1 = �x, ai+1i = �i et si ji� jj > 1,
aij = 0 c) aij = Pi�1(xj) o�u les Pi sont des polynômes
de degr�e i de coe�cients dominants ai, et (xi)1�i�n n
r�eels distincts.

Exercice 18
calculer la matrice inverse de A = (aij) carr�ee d'ordre n
dans les cas suivants : a) aij = 0 si i > j et aij = j�i+1

sinon. b)

0B@a� b� c 2a 2a
2b b� a� c 2b
2c 2c c� a� b

1CA (si cet in-

verse existe)

Exercice 19
Calculer si possible l'inverse de A = (aij) carr�ee d'ordre
n
a) aii = 0 , aij = a si ji� jj > 0 ;
b) aii = 0, aii+1 = ai+1i = 1 et si ji� jj > 1 , aij = 0
c) n = 4, aii = 1, aii+1 = ai+1i = a14 = a41 = 0;
aii+2 = ai+2i = 2

Exercice 20
R�esoudre pour a; b; (xi)1�i�n complexes donn�es
i) x1 = axn + b et xi+1 = axi + b (1 � i � n� 1)
ii) xi + xi+1 = 2ai (1 � i � n� 1)

III. Pour aller plus loin

Exercice 21
Soit A une matrice carr�ee telle qu'il existe un entier n tel
que An = 0n. (matrice nilpotente d'indice n). Calculer
detA.
Exercice 22

Soit n un entier impair, et soit A 2 Mn(R) anti-
sym�etrique. Calculer detA.
Exercice 23

(d�eterminant de Vandermonde) Soit n un entier �x�e.
(x1; : : : ; xn) 2 Cn. Pour tout k 2 J1; nK, on pose

Vk =

���������
1 x1 x2

1 : : : xk�1
1

1 x2 x2
2 : : : xk�1

2

: : : : : : : : : : : : : : :
1 xk x2

k : : : xk�1
k

���������.
1. Calculer V1, V2.

2. En faisant les op�erations sur les colonnes C3  
C3 � x1C2 puis C2  C2 � x1C1, montrer que
V3 = (x1 � x2)(x2 � x3)(x3 � x1).

3. En g�en�eralisant ce calcul, montrer que

Vn =
n�1Y
i=1

0@ n�1Y
j=i+1

(xj � xi
1A.

4. Que dire de (x1; : : : ; xn) lorsque Vn = 0 ?

Exercice 24
Soit n 2 N�. Soit A = (ai;j) 2 Mn(R) une matrice
carr�ee. On note C1; : : : ; Cn ses vecteurs colonnes.

1. Soit j 2 J1; nK En d�eveloppement detA par rap-
port �a la ji�eme colonne, justi�er que det(A) =
nX
i=1

ai;j(�1)i+jAi;j , o�u ((�1)i+jAi;j) est la famille

des cofacteurs de A.

2. Soient j; k 2 J1; nK deux entiers distincts. On note
B la matrice dont toutes les colonnes co��ncident
avec celles de A, sauf la ki�eme qui est �egale �a ji�eme.
Exprimer les cofacteurs des �el�ements de la ki�eme

colonne de B �a l'aide de ceux de A. En remarquant

que det(B) = 0, montrer que
nX
i=1

ai;jAi;j = 0

3. Conclure que tA Com(A) = det(A)In

4. application : d�eterminer les inverses respectifs des

matrices P =

 
1 1
�1 1

!
et Q =

0B@ 1 1 1
�1 0 1
1 0 1

1CA.
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