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ciapire 1:| JiSpaces vectoriels ; applications linéaires

I. Applications directes du cours

Exercice 1

Dans chaque cas, on se donne un C-espace vectoriel et
I’on demande de trouver une famille libre et génératrice.
B, =CN. By = C[X]. B3 = (X? + X + 1)C[X].
Pour chacune des familles de fonctions suivantes sur
C°(R, R), étudier la liberté.
1. (z— cos(z + k))o<k<n;
2. (z = |z — ail)i<i<n, Pour (a;)i<i<n € R™ deux a
deux distincts.
3. (z = e"x)1<i<n, Pour (a;)i<i<n € R" deux a deux
distincts.
(on pourra utiliser les valeurs prises en différents points, les limites,
continuité, intégration, dérivation)
Montrer que la famille F = (@, )nen de fonctions définies
par Vn, ¢, : R — R, z + cos(nz) est une famille libre de
I’espace vectoriel
Cor ={f € C(R,R), Vz € R, f(z + 27) = f(z)}. A l'aide
de la fonction sin, montrer que F n’est pas génératrice de
Cor.

Exercice 4

Dans chaque situation, on se donne un R-espace vectoriel
E et deux sous-espaces vectoriels F' et G, et ’on demande
siE=Fad.
1. E=1R3, F = Vect((1;1;0), (0;0;1)),
G = Vect((1;1;1))
2. E=R?3, F = Vect((1;1;0),(0;0; 1)),
G = Vect((1;0;0))
3. (suites réelles) E=RN | F = Vect(((—1)")nen),
G = Vect(((—1)"")nen)
4. (fonctions) E = F(R,R),
F={f€E VzeR, f(z) = f(-z)},
G={feEB VzeR, f(z)=—f(-2)}

II. Exercices

Exercice 9

Soit V D’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus
égal a 2. On considére 'application f qui a un polynéme

P associe le polyndme Q = f(P) défini par : Q(X) =

2(X +1)P(X) — (X +1)?P'(X)
1. Montrer que f est un endomorphisme de V.

2. Donner les images par f des polyndmes
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5. E=M,(R), F={A€E; A= A},
G={AcE;'A=-A}.

Exercice 5

Notons E = R[X]. Soit P = X* +3X? +3X + 1.

1. Justifier que F' = R[X]P (multiples de P) est un sous-
espace vectoriel de E.

2. On considére l'application f : R[X] — R[X] qui &
tout polyndéme @ associe son reste dans la division

eucldienne par P.
(a) Rappeler le théoreme de la division euclidienne
dans R[X].
(b) Montrer que f est une application linéaire.
(c) Déterminer l'image et le noyau de f.

3. Soit G = Ry[X]. Justifier que F et G sont des s.e.v.

supplémentaires de E.

Exercice 6

Soient (ey, ez, e3) une base de F, et ¥ un endomorphisme
de E, tel que ¢(e;) = —V/2e; + e3, P(ey) = V2e;, +e3 et
1//(63) =€ + €s.
1. Déterminer A = Kery, B = Imy, C = Ker(y +
2ldg) et D = Ker(¢ — 21dg)

2. Prouver que Imy =C ® D et E=Imy & Kery. ¢
est-il un projecteur ?

Exercice 7

(polynémes d'interpolation de Lagrange) Donner un po-
lynéme réel P de degré au plus 2 tel que P(—2) = 3,
P(0) =7 et P(1) = 1. Est-il unique ?

Exercice 8

Résoudre :
2$1—$2—$3 = 4 $1+$2+2$3 =
81 3$1 + 4$2 — 2$3 = 11 , '52 21‘1 — T + 22}'3 =
3(131 — 2(132 + 4(133 = 11 4371 + 23 + 4373 =

LX, X% X +1,(X +1)?
3. Donner une base de Im f et Ker f.

Prouver qu'il existe une seule application linéaire v de R3
vers R* telle que Ker v soit engendré par (1, 1,2) et (1,2,0)
et telle que v(1,1,1) = (1,1,0, —1). Quelle est sa matrice

dans les bases canoniques de R® et de R*?
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Exercice 11
Soit E = R,[X] et f qui a tout P de E associe (X —
1)P' + 2P"; f est- elle un endomorphisme de E? si oui
quelle est sa matrice dans la base canonique de E? f est-
elle injective, surjective, bijective 7 si oui caractériser par
sa matrice dans la base canonique de E 1’application f~!;

s1 non déterminer les noyau et image de f.

Exercice 12

Soit E IK-espace vectoriel de dimension finie 3, et f en-
domorphisme de E tel que f3 = Oz(m) et 2+ 0z(B)-
Démontrer que :

{9 € L(E); gof = fog} = Vect(Idg, f, f*)

(on pourra prouver qu'il existe u appartenant & E tel que
(w, f(w), F2(u)) est libre et chercher les matrices des endomorphismes
de E dans cette base).

Soient f, g endomorphismes de F tels que fof = 0(g), et
gof + fog = i1dg , prouver que Im f = Ker f.

Soit g, 'application de R, [X] vers R,[X] qui & tout P de

»[X] associe P+ P'+ P", démontrer que g, est injective,

=

en déduire qu’elle est bijective, puis que g,, qui a tout P
de R,[X] associe P 4+ P' + P" est surjective et bijective.
On note E* I'ensemble des formes linéaires sur . Soient o
et G formes linéaires non proportionnelles sur E, démontrer
que Vect(a, 3) est égal a

{¢; p € E* et Vo € KeranKer B, ¢(z) =0g}.

Soit E = R3[X]. On note E* l’ensemble des formes
linéaires sur E. On considére la famille de formes

linéaires B = (@i )o<k<s telles que, VP € E; pi(P) =
) <k<
z¥ P(z)dz ; démontrer que B est une base de E*, trou-

—

—1
ver une base (e;) de E telle que gi(e;) = 6]’-“.

III. Pour aller plus loin

0
Soit J = | 1
1

[ = S

1
1| calculer J? | en déduire que J est in-
0

versible, calcule J ! | pour a, b complexes et M = aJ+bls,
calculer M™ ( on pourra étudier le reste de la division eu-
clidienne de X™ par X — X —2).

Soient p et g projecteurs de F; prouver
1. Kerp =Kerq & p =pogq et ¢ = gop
2. que si pog = gop alors Im(pog) = Imp N Imgqg et
Ker(pog) = Kerp + Kerg.
3. que si p+q est un pojecteur alors ImpNImg = {0}
et Kerp N Ker g = Ker(p + g).
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Soit E un espace-vectoriel.

1. Démontrer que tout projecteur de £ commute avec
tout endomorphisme f de F tel que : f(Imp) C Imp
et f(Kerp) C Kerp;

2. p et g étant deux projecteurs de E, a quelle condi-
tion nécessaire et suffisante p + ¢ est-il un projecteur
de E7

Soient u et v endomorphismes de E de dimension finie n
tels que uov = Og(g) et v + u soit inversible, démontrer
que rg(u) + rg(v) = n et Keru =Imw.

Dans E = Ry[X], soit (U, V,W) = (1,1+ X,1—-X?) € B3,
et f: P+ (4— X?)P' + 2X P prouver que :

1. (U,V,W) est une base de Ro[X];
. f est un endomorphisme de R,[X];

2
3. donner une base de Ker f et une de Im f;
4. Soit g = Id — f, déterminer Kerg

5

. En déduire les solutions dans E de : (4 — z2)y’' +
(2z — 1)y =0.

Discuter selon les réels a,b,c 'existence et 1'unicité des

2z4+y+z = a
solutions z,y, z réelles de z+2y+az = b
T+y+taz = cC

Soit A une matrice de 9, (R) , démontrer que 'applica-
tion qui a tout M de 9, (R) associe Tr(AM) est une forme
linéaire ; réciproquement démontrer que pour toute forme
linéaire ¢ sur M, (R) il existe une unique matrice A telle

que pour toute matrice M de M, (R)

Soient A, B sous-espaces vectoriels de F, g application
linéaire de E vers F
1. Comparer pour 'inclusion g(A + B) et g(A) + g(B)
2. Si A+ B est directe en est-il de méme pour g(A) +
9(B)?
3. si g#0,(p) prouver I’équivalence : (g est injective )¢
(Pour tous A, B de sous-espaces-vectoriels de FE,
si A+ B est directe alors g(A) + g(B) est directe)

Soit f un endomorphisme de E tel que f2 = Idg , et pour
a réel et y vecteur de E fixés résoudre 1’équation d’incon-

nue le vecteur z de E : z + af(z) =y
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