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Exercice 1 : (CCINP 24 sans préparation)

1. Cours : Rappeler la forme d'une matrice de Vandermonde et 'expression de son déterminant.

2. Pour tout k entier entre 1 et n, on pose fi(z) = €. Montrer que la famille (f1, fo,--- , fn)
est libre.

3. Montrer sans les calculer que le polynéme P(X) = X? 4+ X + 1 admet trois racines distinctes
dans C, que l'on notera a, 3, 7.

4. Résoudre le systéme suivant, composé de 3 équations a 3 inconnues :

T+y+z =0
ar+pfy+,yz = 0
2z + FPy+,y2z = 0

Exercice 2 : (CCINP 24)
1. Montrer que si u est diagonalisable dans C, alors u? est diagonalisable dans C.
2. Montrer par un contre exemple que la réciproque est fausse.

3. Montrer que si A € C*, alors Ker (u? — A\2Id) = Ker (u — A Id) & Ker (u + A Id).
4. Montrer que si u est bijective, la réciproque de 1 est vraie.

Exercice 3 : (CCINP 24 sans préparation)

Soit A, B € #,(R) ayant le méme polynéme caractéristique P.
1. On suppose que P a n racines distinctes. Montrer que A et B sont semblables.

2. Trouver deux matrices ayant méme polynome caractéristique mais qui ne sont pas semblables.

Exercice 4 : (CCINP 24)

1 -2 -1 )
Soit A=|-2 4 2 |.B= ad pA ,C = A4 ol ar, B,y tels que : a + 8 = y.a # 0.8 #
5 _g _3 vA 0 0 A

0# —.
1. Montrer que A est diagonalisable .
2. (a) Déterminer y¢ en fonction de y 4 et en déduire le spectre de C.

(b) Déterminer yp en fonction de x4 et en déduire le spectre de B.

3. Montrer que si X € Ker A, alors (X) € Ker B

0
4. Montrer que dim(Ker(B)) > 2dim(Ker(A)).

5. Diagonaliser B dans le cas ol o = —1,6 = 3,7 = 2.



Exercice 5 : (CCINP 24 sans préparation)

1 01 a b a
Diagonalisabilitée de M = |0 1 O | puisde A= |b a b
1 01 a b a
Exercice 6 : (CCINP 24)
00 a
SoitaeCet M,=1|1 0 0
1 10

1. (a) Calculer le polynome caractéristique P, de M,.

(b) Effectuer la division euclidienne de 3P, par P., dérivée de P,.

(¢) En déduire les valeurs de a pour lesquelles M, est diagonalisable.
2. (a) Soit A € C une valeur propre de M, telle que [A| > 1.

Al 1

Montrer que |a| > +N = 2

(b) Montrer que si|a| est assez petit, (M),en converge vers 0.

Exercice 7: (CCINP 24)

Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans .
Pour f € E, on définit :

o(f): 0,1]] — R

{%ﬁf{t}dt si z#0
F(0) si z=0

I

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Montrer que () n'est pas valeur propre de .

3. Montrer que 1 est valeur propre de et déterminer le sous-espace propre associé.
4. Déterminer I'ensemble des valeurs propres et leurs sous-espaces propres associés .

Exercice 8 : (IMT 24)

Soit 1 un endomorphisme de B3 tel que u® =

1.

1. Soit A la matrice associé a u dans la base canonique de R3. Montrer que A est diagonalisable dans M., (R).
Calculer la trace de A et en déduire Ker u.

2. Montrer que Im u = Ker(u? + idgs).

Exercice 9: (IMT 24)

Soit la matrice :

D
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= = = =

1
0
1
0
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= =
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En faisant le moins de calcul possible, déterminer le rang de B, Im(8) et Ker(8).



Exercice 10: (Mines-Ponts 24)

0 —a ¢
Soit A= a 0 —b]| oul(ab,ec)eR®
—c b 0

1. Justifier (sans le calculer) qu’il existe d € R tel que A® +dA = 0.
2. Calculer d.

3. Pour n € N, exprimer A%" en fonction de n,d et A2

4. Montrer que Z i I3+ aA+ BA% ou (a, B) € R2
k=0

Exercice 11 : (Mines-Ponts 24)
SiA € M, (C), le commutant de A est défini par :

C(A) = {M € M,(C) | AM = MA}.

Montrer que : VM € 9M,,(C), dimC(A) = n et chercher les cas d'égalité.

Exercice 12 : (Mines-Ponts 24)

1) Soit A une matrice carrée d'ordre n, montrer I'équivalence entre les deux propositions

i) A estnilpotente
i) Tr(A) = Tr(A*) =--- =Tr(A™) =0

2) Soit A et B deux matrices carrées d'ordre n telles que AB — BA = B.
Montrer que B est nilpotente.



Exercice 13 : (Mines-Ponts 23)

Soient E, F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et G un sous-espace de E.
Montrez que A = { ue ¥(E F), Gc Ker u} est sous-espace de % (E, F). Donnez sa dimension.

Exercice 14 : (Mines-Ponts 23)

Soient E le R-ev des fonctions de classe C* de R dans R, p et g deux réels avec p+qg =1 et

pe|-1,0] u|0,1|.0Onposeu(f)=gavecg: x— fipx+q)

1) Montrez que u est un automorphisme de E.

2 ) Montrez que les vp de usont dans | - 1,1

¥ ) Montrez que si f est vecteur propre de u, il existe un entier k tq f'*) = 0. En déduire 'ensemble des vecteurs
propres de u. [2022: Question absente| .

4) Calculez u"(f)(x) par récurrence. |2022: Question absente| .

Exercice 15: (Centrale 24)

Soit J € M,,(IR) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de J.
» SiM € M, (IR), on note M = (my j)1<i jcn. On pose:
S={XeMm, (R): | X| =1}

€y

ousiX=1] |,

L

2. Existence de o( M) = sup || M X ||, puis montrer que :
Xes

Exercice 16 : (Centrale 24)

X
Soit E I'ev des fonctions polynomiales. 5i P € E, on pose L{P) : x — e'xf Pine'de.
=g

1) Montrez L endomorphisme de E.
2 ) Trouvez les éléments propres de L.



