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On présente ici les essentiels & connaitre sur les espaces préhilbertiens réels et euclidiens.

1 Produit scalaire et Norme associée

1.1 Définition et conséquences

L’égalité a lieu si et seulement si (z,y) est une famille liée.

Savoir retrouver ces relations



1.2 Exemples Classiques
1.2.1 Produit scalaire canonique sur R"

Soit n € N*. On appelle, produit scalaire canonique sur R™, le produit scalaire :

x Y1 n
< >R'xR" =R | X=| : |, v=| : = XTY =)z
Tn Yn =1
n
Ce qui donne la norme euclidienne : || X|| = x?.
i=1
Inégalité de Cauchy-Schwarz associée V((z1, -+ ,Zn), (Y1, ,Yn)) € (R™)2,

n
1D @iyl <
i=1

On remarque que pour n = 1, on retrouve la multiplication et pour n = 2, la formule que vous connaissez depuis la
lere.
Savoir justifier que <,> est un produit scalaire :

1.2.2 Produit scalaire canonique sur un espace de dimension finie

Soit E un espace de dimension finie n, soit b = (e;); une base.
Alors, on définit de maniére analogue a celui de R", le produit scalaire sur E :

n n n
<> ExXE—->R (z :Z Ti€i, Y :Z yie;) HZ T3
i=1 i=1 i=1

n
Ce qui donne la norme euclidienne : ||z|| = /Y z2.
\/ i=1

En particulier :

1. Pour R,[X] muni de sa base canonique
n n ) n )
V(P,Q) € Ry[X]*, < P,Q >=)> aib ot P=) a; X", Q=) bX'
i=0 i=0 i=0
2. Pour M,,(R) muni de sa base canonique composée des matrices élémentaires

V(A, B) S (MH(R))Q, < A,B >:ZZ aijbij ou A= (aij)lgid‘gn,B = (bij)lgi,jgn

i=1j=1

n n n n
Remarquons que : ZZ ai;bsj :Z <Z aijbij> = tr (ATB).
i=1j=1 j=1 \i=1
Il faut savoir démontrer directement que <,>: (A,B) — tr (AT B) est un produit scalaire sur
M, (R), sans passer par la notion de produit scalaire canonique :
Démo :
1.2.3 Produit scalaire canonique sur I’espace C([a,b],R)

Soit (a,b) € R%, a < b,

b
Alors <>: (f,g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire.

b
Norme associée : || f]| = / f2() dt

Inégalité de Cauchy-Schwarz associée :

< \//abfz(t)dt\//abg%t) .

b
/ F(D)g(t) dt

A savoir faire



1.2.4 Norme de la convergence en moyenne quadratique

<,>:(f,9) — /fg est un produit scalaire sur £2(I,R).
I

L’application Ny : f — / 12 est une norme sur £2(I, R). Elle est appelée norme de la convergence en moyenne
I

quadratique.

2 Orthogonalité

Soit E un R-e.v préhilbertien de produit scalaire <, >.




3 Bases orthonormales d’un espace euclidien

Justification : Soit (v1,--- ,vp) une famille orthogonale finie de vecteurs non nuls.
2
Soit ()\1, s ,)\p) € RP tq Z Aiv; =0g.

i=1
Soit k € [1..p]
p

< vk,z \ivi >=< vg, 0 >=0

i=1
Par linéarité o droite de <, >,
P
Z A < Vg, V; >=10
i=1

Par hyp d’orthogonalité, < vi,v; >= 0 pour i # k. Ainsi, la relation devient :

A < Vg, v >=0

Vi 7é Op << vk, Uk >7é 0. Ainsi : A\, = 0.
Conclusion : Vk € [1..p], Ay = 0. Ainsi (v1,--- ,vp) est libre.
Exemple d’application : Montrer que :

1. Soit n € N*. Calculer, pour (i,j) € [1..n]?, [; sin(it) sin(jt) dt.
2. En déduire que (f;)ie[1..n) OU fi : t = sin(it) est libre.

Justification : Soit x € E. Il se décompose dans la base (€;)ieq1..ny. C'est-a-dire, il eviste (x1,--- ,x,) € R",

n
xr = E TkCk
k=1

n
Vi € [l.n], < z,e; >:Z T < eg,e; >
k=1

T < €;,€; > = =T;

(er)r ort_hogonale (er)r oﬁi;)normée_



V(z,y) € Ex E,

n n n n
<z,y >:<Z fEkek,Z Yi€i >:Z Tk (Z Yi < €k, € >>
k=1 i=1 k=1 i=1

n

(ex)x Orthonormée, —

n
T (yk) :Z Tk Yk
k=1

4  Supplémentaires orthogonaux

Soit E un espace préhilbertien réel.

Définition 6. : Soit F' un s.e.v de E.
Lorsque F @ F+ = E, on dit que F* est un supplémentaire orthogonal de F dans FE.

Propriété 6. : Soit E un espace euclidien.
Pour tout sev F' de E, on a :

E=F@F*

Démo : Soit E de dim n.

Si F ={0} alors F+ = {z € E/ < 2,0 >=0} = E alors on a bien F® F+ = E.

Si F =FE alors B+t = {x € E/Vy € E,< x,y >=0}.

Soit x € E*, alors par déf de B+, Vy € E, < x,y >= 0. En particulier pour y = z, d'ot < x,z >= 0 ce qui
implique x = 0. D’ots E+ = {0} et on a encore F ® F*+ = E.

Supposons maintenant dimF =p € {1,--- ,n — 1} et soit (fi)icq1..p} une base de F.

On définit application :

v:. EF — RP
x — (<z, fi>-, <z, fp>)

U est lincaire, Ker(V) = {x € E/Vi € {1,..,p},< x, f; >=0} = F+ et Im(¥) C R? donc rg(¥) < p = dimF.
Par théoreme du rang,

dimE = dimF+ +rg(¥) < dimF+ + dimF = dim(F+ + F) car FNF+ = {0}.

D’autre part, F + F+ C E donc dim(F*+ + F) < dimE.

Dot dimE = dim(F+ + F). D'ot E = F+ + F car on a une inclusion et I’égalité des dimensions.

Enfin, F N F+ = {0}. Ainsi F® F+ = E.

Corollaire 1 : Tout espace euclidien admet au moins une base orthonormale.

Démo : Récurrence sur n=dim E

Corollaire 2 : Soit E un espace préhilbertien réel.
Soit F un sev de dimension finie, alors E = F & F~.

Démo :
1. FNF+ ={0g} car siz € FNF*, alors < x,2 >= 0 puisque t € F et v € F*+. Puis < x,2 >=0 =1 =0.

2. Soit F' un sev de dimension finie, on peut le considérer comme espace euclidien puisqu’il est muni d’un produit
scalaire (celui de E) et est de dimension finie. Par le corollaire précédent, F admet une b.o.n. Notons-la
(fi)i<i<p. Pour x € E, on peut écrire :

(1)£U :Z< z, fo > fr+ (m— Z< z, fr > fk>

k=1 k=1
n
Ona: Y <ax,fr>fr€F et
k=1

VJ € Hlp]]7< fjax_ Z< m?fk > fk >=< fj?x > — Z< xafk >< fjvfk >
k=1 k=1

< fi, Ju >=0pour j #k et < f;, fj >=1, alors

Vi€ [lpl,< fja= Y <a fu > fu >=<fj,o> - <z, f; >=0
k=1



n
Ceci signifie que x— Y. < x, fr, > fr € F*+. (1) montre ainsi E C F @ F*. autre inclusion est immédiate,
k=1

d’ot le résultat.

5 Projecteur orthogonal sur un sev de dimension finie

On rapelle que :
— Vz € E,pp(z) € F, (x —pr(x)) € F*
— Vo€ B,z =pp(x)+pp(v)

— Imp = F = {z/pr(z) = x}

— Vo € B, ||2|? = [[pr(2)|* + [ppe (2)]?

Démo : Cf démo du corollaire du paragraphe précédent

Démo : On a x = pr(v) + (x — pr(z)) avec (pr(v), (¥ — pr(z)) deur vecteurs orthogonauz. Alors par le théoréme de
Pythagore, |lz|* = |lpr(2)|* + |z — pr(@)II* = llpr(@)II* . Cofd

A retenir : deux méthodes pour obtenir pp(z) :

1. Soit E = R® muni de sa structure euclidienne canonique. Soit la droite (D) d’équation x = % =
Déterminer la matrice dans la base canonique du projecteur orthogonal p sur la droite (D).

2. Soit E = R[X]| muni du produit scalaire < P,Q >= f 2)Q(x) dx. Déterminer pp,x)(X?).

[T

6 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Démonstration :
On fait une récurrence sur le nombre de vecteurs de la famille (z;)1<i<n.
1. Pour n = 1 : pour avoir vect(x1) = vect(y1), on doit prendre y1 = Az et toute famille & un vecteur est
considérée comme orthogonale.
2. Supposons la relation de récurrence vraie au rang n et considérons une famille libre de n+1 vecteurs :(x;)1<i<n+1 :
Par hypothése de récurrence, il existe une famille orthogonale (y;)1<i<n telle que : ¥i € {1..n},vect(z1,...,2;) =
vect (Y1, o, Yi)-
On cherche yn11 tel que (y;)i1<i<n+1 soit orthogonale et vect(z1, ..., Znt1) = vect (Y1, ..., Ynt1)-
Analyse : Soit Vi € {1.n + 1}, H; = vect(x1, ..., x;).
On veut Y1 € (Hy,) N Hypg.



OnaHp1=H, ®Kepqq.

Donc ypy1 se décompose sous la forme : Ypy1 = 2 + ALpt1 00 2, € Hy, et A € K.

Puisque Yni1 € (Hn)b €t yni1— 2n = Any1, on peut écrire que Yni1 = pir,)- (Ang1) = ANng1 — pea,) (Ang1) =
)\(mn-&-l _p(Hn)(xn-&-l))-

Synthése : Posons yny1 = Tny1 — P(H,) (Tnt1)-

On a : vect(y1, ..., Ynt1) = vect(z1, ..., Tng1 — P,y (Tns1)) = veet(xy, ..., Tng1), car pig,)(Tng1) € Hy.

Tr1 — P, (Tnt1) € (Hp)t = (vect(z1, ..., p))t = (vect(yr, ..., yn)) = donc (yi)1<i<nt1 soit orthogonale .

c.q.f.d

En pratique, on retient de la démo précédente qu’on cherche y, de la forme :

Yn = Tn — pHn—l(x”)

Or Hy,—1 = vect(x1, ..., @p—1) = vect(y1, ..., Yn—1) donc py, ,(x,) = Z;:ll Aiy; ou les \; sont des scalaires qu’on

détermine en écrivant : < ypn,y; >= 0 pour tout j = 1..n — 1.
C’est-a-dire :
Y1 =
Yo = Ta + A\1y1 0w A\ est telle que : < yo,y1 >= 0.
Ys = T3 + A\1y1 + Aay2 ot A est telle que : < y3,y1 >= 0 et ou Ay est telle que : < y3,ys >= 0.

Corollaire : Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Pour toute famille finie libre (z;)1<i<n, i eziste une famille orthonormale (donc libre aussi) (y;)1<i<n telle que :

Vi € {1..n}, vect(x1, ..., x;) = vect(y1, ..., ¥;)-

En pratique : On part d’une famille finie libre (z;)1<i<n-
T

(Bt

1. Le premier vecteur de ma future b.o.n est :y; =

2. On cherche le second vecteur en deux étapes :

(a) On cherche un vecteur y5 sous la forme yy = xo + A1y1 ot Ay est telle que : < yh,y1 >= 0, ce qui donne

une seule valeur possible pour Ay.
/

(b) On normalise le vecteur obtenu et ce vecteur devient le second vecteur de ma future bon : yo = Hny
Y2

8. On cherche le troisiéme vecteur en deux étapes :

(a) On cherche un vecteur y4 sous la forme yh = x3 + Ay1 + Aaye ot Ay est telle que : < ys,y1 >=0 et ot Ao
est telle que : < ys,y2 >= 0 ce qui donne les valeurs de \;.

/
(b) On normalise le vecteur obtenu et ce vecteur devient le troisiéme vecteur de ma future bon : y3 = ﬁ
Ys

Exemples :
1. Soit £ = R? muni de sa structure euclidienne canonique. Soit la droite (D) d’équation = = ¥ = Z. Déterminer
une b.o.n de D+ .
2. Soit £ = R[X] muni du produit scalaire < P,Q >= f0+°° P(2)Q(x)dz. Déterminer une b.o.n de Ro[X] et

donner pg,[x)(X?).

7 Distance d’un vecteur & un s.e.v

Définition 8. : Soit £ un préhilbertien réel.
Soient € E et F un s.e.v
On appelle, distance de x a F, noté d(x, F'), le réel positif défini par :

d(z, F) = Inf{|lz —y||/y € F}




8 Formes linéaires sur un espace euclidien

Démo :

Remarque 3. Soit f une forme linéaire non nulle, 'unique vecteur a tel que Vo € E, f(x) =< a,z > est orthogonal a
Ihyperplan H = ker(f) puisque Vz € H, < x,a >= 0. Plus généralement, les vecteurs colinéaires & a sont les vecteurs
orthogonaux de H. On dit aussi vecteurs normaux de H.



