Correction

PC M2 - Dynamique dans un référentiel non galiléen .
des exercices

Exercice 8

1. On étudie le point matériel M de masse m dans le référentiel (C) de I’anneau, non galiléen
(en rotation uniforme par rapport au référentiel terrestre galiléen R). Son mouvement est

circulaire : ;(M)C = réa et ZI(M)C =—rf2e, + ré% .
Dressons le bilan des forces appliquées a M :

—_

— le poids P=m§=+mgé;=mg(coseg—sin9%) :

— laréaction normale du support circulaire ([ R=R, e, + R, e, |;

— la force d’inertie d’entrainement f; =-m at,(M) =+mo> HM ou H est le projeté de M sur

I’axe de rotation (Ox), soit | f;, =m®? rsinfe, =mw3rsin9(sin9e,+coseee) :

k]

— la force d’inertie de Coriolis Zf=—mE;(M)=*2m§A§(M)C =—2mwa/\r9% soit

fie :—merécosee_z' :

& Ne pas oublier la composante sur e, dans la réaction normale ! Ce n’est pas

parce qu’elle n’est pas dans le plan de figure qu’elle n’existe pas... et la suite
montrera qu elle est bien non nulle en général.
2. Appliquons le PFD a M dans le référentiel (C) : ma(M e =P+R+f, +j_',-£.' . En projection

— —

dans la base (e,,,eg,ez) il vient :

mg cosO + R, + mo?rsin® 0 = —mr6? r0+ gsind—w?rsin®cosd =0
—mgsin® +mo?rsinfcosO=mrd < |4 R, =-mgcosd —morsin0—mro?|,

R, —2mwrBcos®=0 R, =2maorcos0

3. Une position d’équilibre est donnée par =0 d’ou sin( g —®’rcos0)=0, soit :

— sinB:O,cequicorrespondélezo ou O=x/;

~ oubien cos® =—2_, soit|0 = arccos—2— qui n’existe que [si © > _§ .
\ -

b
ro? rm?

# On pourrait montrer que c’est la derniére position qui est stable lorsqu’elle
existe, sinon ¢’est 0 =0.

4. Considérer 8 << 1 et simplifier I'équation différentielle. Solutions en cos ou exp selon la valeur de w.



Exercice 9
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Exercice 10

La méthode employée dans ce corrigé pour la question a) est différente de celle du cours. Mais celle du
cours, ol I'on intégre les équations faisant intervenir des dérivées partielles, marche trés bien ici aussi !



On adopte les coordonnées cylindriques d’axe de rotation Oz vertical ascendant en
notant r =ri, .

a) Dans le référentiel tournant (R), non galiléen, on traduit 1'équilibre d’une
particule fluide de masse dm = pdV . outre les forces de pesanteur dmg et les
forces de pression —grad P(M)dV , il faut tenir compte de la force d’inertie

d’entrainement limitée & —dm(-@’r) (la force de Coriolis est nulle a I’équilibre
relatif) :

dmg —grad P(M)dV +dma’F =0, et par unité de volume :

P —grad P(M)+ pa?F =0

Le poids et la force d’inertie d’entrainement dérive d’une énergie potentielle et
I’équation précédente s’écritavec § =—gu. :

—

O 2 .
gmd[wpgz - P(r,z) + p&® %—] =0

indiquant que la fonction entre parenthése est uniforme dans tout I’espace (¢’est-
a-dire indépendante de r et z) d’ou la pression :

2
P(r,z)=paf%——,ogz+ﬁ' (1)

La constante K représente la valeur de la pression pour les valeurs particuliéres
des variables r et z ; elle dépend du paramétre @, vitesse angulaire de rotation,
il est donc impensable de la déterminer sur une valeur particuliére de @ !

b) La surface libre z (r) du liquide est définie par

<
P(r,z,) =P, soit en posant A= K-k :
P8
@
z,(r)=—r"+4
. 20

(on constate que A représente la hauteur d’eau
au centre et dépend elle aussi de @)
La surface libre posseéde donc la forme d’un
paraboloide de révolution d’axe Oz .




Pour déterminer la constante A, écrivons la conservation du volume (le liquide
est incompressible) entre la situation @0 et la situation @=0 en considérant
dans I’intégrale pour volume élémentaire, la couronne cylindrique entre les

rayons r et r+dr etde hauteur z (r) :

: 2 o’ . @'r}
I 2zrdrz (r) = 2}2‘_[ rdr| —r*+A|=nrlz, = A=z,——"
0 0 28 4g
- . ERrd . . mz b ?sz
d’ou I’équation de la surface libre: | z,(r)—z, = e re
g 2

On constate qu’elle est indépendante de la pression £, que 1’on retrouve bien
z(r)=2z, Vr pour @=0. A noter que Vw#0, on a Z, =27, pour r :ro/ﬁ
indépendant de @ : on observe donc, lorsque @ varie, une famille de
paraboloides passant tous par un cercle fixe de rayon 7, / V2.

N
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'r;
au centre : z,, = z,(r =0) =z, —— 2.2
r
2.2 [ = é‘;:zMuzﬂn* - :2,0(:.[‘11
', 28
aubord: z,, =z (r=r1y)=2z,+
4%

o

Probléme n°1
Corrigé en classe
Probléme n°2

Voir la correction de I'exercice 5



