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Méthodes a retenir :

e Connaitre avec précisions les définitions de produits scalaires, normes, normes associées a un produit scalaire; savoir
les vérifier sur des exemples

e Savoir exprimer avec ¢ les limites dans un e.v.n.
Savoir exprimer avec ¢ la continuité d'une application f allant d'une e.v.n. vers un autre.

I. Produits scalaires

Y% Produit scalaire

1
Démontrer que (f,g) — / t2f(t)g(t) dt définit un produit scalaire sur C°([0, 1], R), I'espace vectoriel des

0
fonctions continues sur le segment [0, 1] et valeurs réelles.

II. Normes

% %% Norme matricielle

Démontrer que sur R?, I'application N de R? vers R On appelle trace d'une matrice carrée A d'ordre n le
vérifiant : u

nombre noté tr(A) = a;; égal a la valeur de la
Vo = (21, 2) € R?, N(z) = max(|z, + 2o, |1, |2]) (A) = > i &g

) ) ] i—1
est une norme, puis dessiner la boule fermée B;(0,1) = somme des coefficients diagonaux d’une matrice.
{z € R%: N(z) < 1}.

1. Démontrer que I'application

T
vevx Norme infinie d’une fonction (M, N) — tr(M7 x N)

Soit I = [a,b] un segment. définie un poduit scalaire sur 9, (R).

Justifier que || [Joos @ f — sup{|f(t)|} est une 2. En déduire que I'application
tel
norme sur C°(I,R) le R-espace vectoriel des fonctions N : M —s /tr(MT x M)

continues sur le segment I.

définie une norme sur 9, (R).

III. Limites

En remarquant que || || : M +— max{|M;;|, 7,5 € [1,n]} est une norme sur M, (R), étant donnée une suite (M,,),
de matrices qui converge vers une limite M, comment peut-on quantifier cette limite, avec ¢ > 07
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IV. Continuité
| Exercice 6

Donner le domaine de continuité le plus grand possible
de la fonction g : (x,y) — vz (cos(z — 2y)).

Exercice 7

Donner le domaine de continuité le plus grand possible

de la fonction f : (z,y) — yV1 — 22

On considére la fonction g : R* — R définie par :

1
—_— i 0 et 0
xycos<x2+y2) six#0ety#
0 si (2,) = (0,0)
. Montrer que g est définie sur R?.

Justifier que g est continue sur R*\ {(0,0)}
2 2

Y , V(x,y) € R%

. En déduire que g est continue en (0,0).

g(r,y) =

N =

3. Montrer que |g(z,y)| <
4

V. Pour aller plus loin

|Exercice 11 | Normes Vectorielles
Soit n € N*. Dans E = 9,;(R), on pose pour

1

n
X=X =) Jal X =
Tn =
[ Xloo = max |z;].
1<i<n
1. Vérifier que || ||1, || ||2 et || ||co sont des normes.

2. Montrer que :
VX € B, [ X[l < [[ X1 < nf|X[|o

3. Montrer que :
VX € E, [ Xl < [ X2 < vl Xl

Soit E = C([0,1],

1 fll2 = \// f(t)? dt et || f|loo = max |f(t)| sont des
t€[0,1]

normes sur F.

R). On rappelle que :

1. Montrer que pour tout f € E, ||fll2 < || flloo

Exercice 9

Soit h : R? — R définie par :

1

(x2+xy)sin(—) siz#£0ety#0
Ty

0 sil’ZOOuy:O

h(x,y) =

0) de la fonction h.
1) de la fonction h.

1. Etudier la continuité en (0,
2. Etudier la continuité en (0,

3. Etudier la continuité en (1,

On pose f(x) =

1. Montrer que f est définie et dérivable sur ]0, +oo.
2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

0) de la fonction h.

2x

3 In(t)dt

2. Pour n € N* et
1—nt si te]|0,1/n]

Juit— 0 si t>1/n

1
Montrer que anHoo =1let an||2 ==

Van
3. Les normes || ||« et || ||2 sur C([0,1],R) sont-
elles équivalentes 7

|Exercice 13 | Normes en dimension infinie

Soit £ =C([0,1],R) et N; f — /1 e’|f(x)|dx
0

1. Montrer que NN est une norme.

2. pour n € N¥, on pose

1
= 1l—nzr si0<zg<—
fonixr— 1 n
=0 si—<x
n

(a) tracer les graphes de f; et fig.
(b) Déterminer les suites (N (fn))n et (|| frlloo)n-

(c) les normes N et || |« sont-elles équiva-
lentes ?
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|Exercice 14 | point fixe contractant

Soit £ = R" pour n € N, et || || une norme sur E.
Soit f : E — E telle qu'il existe k €]0,1[ et a € F
vérifiant :

fla) =a;

Y(w,y) € %, |[f(z) = fW)ll < kllw =yl

Montrer que pour tout = € E, la suite (f"(x))nen
converge vers une limite que |'on précisera.

|Exercice 15 | fonctions héldériennes

Soit £ = R" pour n € N, et || || une norme sur E. Soit
h: E — F telle qu'il existe o > 0 vérifiant :

V(z,y) € %, [|(z) = h(y)|| < ||z —y||*. Montrer que
h est continue sur E.

|Exercice 16 | %Xk« Norme matricielle »
Sur M, (R), on définit
I04]) = s Z M
a) démontrer que || || est une norme.

b) vérifier que pour tous M et M’ de 9M,(R) :
M M| < || M| M7

¢ ) tr(M) désignant la trace de M, c'est a dire la

somme de ses coefficients diagonaux, déterminer
lltr || = sup{| tr(M)] ; M € M, (R), || M| = 1}.

Etudier la continuité en (0,0
f : R?* — R définie par :

ij| pour M = (ai;); jyepng?

) de la fonction

S ey £ (0,0

flz,y)=q /o2 +y2
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Notes

2 correction : préciser les bords

8 donne f(zn,yn) =0.

. 1
correction : Ty = Yp = —(——
V2nm

1

= = V2(nm +m/2)

donne f(zn,yn) =1.

? donne f(zn,yn) = 0.

. 1
correction : Tp = Yp = —(——
V2nm

1

B )

donne f(zn,yn) =1.
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