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SUJET n°1

Exercice 1

D’aprées ESA PC 201/

Pour 6 € R, on pose
cos(f) —sin(6)

Ao = (sin(&) cos(0) )
1. cos(0) =1 et sin(0) = 0 alors Ay = Is.

cos(3) =0 et sin(5) = 1 alors Az = <(1) _01)

2. Par produit matriciel,

[ cos(0) cos(p) —sin(f) sin(p)  —sin(p) cos(f) + cos(p) sin()
AgA, = (— sin(p) cos(8) + cos(p) sin(f)  cos(6) cos(p) — sin() sin(yp) )

. En utilisant les formules trigonométriques, on obtient V(6, o) € R* AgA, = Ap,.
3. Pour 6§ € R, par la question précédente, on peut écrire AgA_y = Ay = I3, ce qui montre que
Ay est inversible et A, L— A,
4. Montrons d’une part par récurrence : Vk € N, V0 € R, (Ag)* = Apy.
— Pour k = 0, (A9)0 = IQ = AQ = Aog.
— Supposons vrai a un rang k.
ar hyp. de récurrence
Alors (Ag)E+! = (Ag)k A, P PP 2

Conclusion : Vk € N,VO € R, (Ap)*F = App.
Soit k un entier relatif strictement négatif.

par Question 2

ApgAg Alk+1)0-

par Question 3 par ce qui précede

Posons k = —p. Alors p € N et (4g)* = (A4,1)? (A_g)?
A_pp = A
Conclusion : Vk € Z,V0 € R, (Ag)* = Apo.
5. Soit p € N*. On a A(}) = (1) _01) et par question précédente (Az)" = Apz = Az =
0 —1 0 —1
o A van p_
(1 0 ) Ainsi, M A% vérifie M (1 0 )

6. D’une part, VM € E, f(M) € E puis d’autre part,
2 (. by I by 2
V(A p) € R2V(M, = (01 d1> , My = (02 d2)) c E?,



. Aal + Hasg )\bl + ,ubg
f(AM1+/LM2) - f<()\cl+/~002 /\d1‘|‘,ud2))
2(Aay + paz)  —(Aer + pez)
)\bl + ,lLbQ 3()\d1 + ,lLdQ)
B 20, —c; 2ay —co
- /\<bl 3d1) +“(b2 3,
= A (My) + pf (Mo)

Conclusion : f est un endomorphisme de E.
D’autre part,

20

f(En) = (O 0) =2E11 +0E192 + 0F9; + 0F9
0 0

f(E12> = <1 O) =0F1; + 0E 15 + 1E5; + 0F5
0 —1

f(Ea) = (O 0 ) = 0L — Eia + 0By + 0Ey

0 0
f(Fy) = <O 3) = 0F11 + 0E12 + 0F; + 3E9

On place ces vecteurs en colonne pour obtenir Matg(f). Ce qui donne la matrice A demandée.

. Soit B' = (Fi1, B, Er2, Fa). 11 s’agit encore d'une base de E car c’est une base dont on a
changé 'ordre des vecteurs.

Dans cette base, la matrice de f devient A’. A et A’ étant des matrices d’'un méme endomor-
phisme, elles sont semblables. Ainsi, il existe P € GL4(R), A’ = P~'AP. P est la matrice de
passage de B & B’. Pour construire cette matrice, on met les coordonnées des vecteurs de B’
dans la base B en colonne. Ainsi

o O O =
_— o O O
o O = O
o= O O

. D’aprés la question précédente, B = (E11, Ega, Ea, o).
A’ est une matrice diagonale par blos, alors par propriété des déterminants de matrices trian-
gulaires par blocs,

det(f) = 2.0 'O Il osss1=6

0 3(|]1 O

. Soit p € N*. Soit M € My(R) telle que MP = A’ . On note g 'endomorphisme associé a M
dans la base B'.

(a) On a Matg(g?) = MP = A"’ = Matg/(f), alors g* = f.




()

Ker (f — 2Idp) _{M: “ Z eE/ — 21dg)(M) = 0}

a a 0
d d 0
Ker (f — 2Idg) = {M = ‘C” = 3| eBa—2my =],
c c 0
Ker (f — 2Idg) = {M = ‘CL eE/d—O 2 —c=0,b—c=0}
Ker(f—2[dE):{M:(g g)eE/aeR}
Ker (f — 21dg) = Vect (Ey1)
Ker (f — 31di) = {M = (Z Z) € B/(f — 31dp)(M) = 0}
a 0
Ker(f—3[dE):{M:aE11+dE22—|—bE12+cE21/(A’—3I4) Z = 8 }
c 0
Ker(f—SIdE)z{M=<‘Z Z)EE/azo,—:%b—c:O,b—Bc:O}
Ker (f —31dp) = (M = (| ) € B/deR)

Ker (f — 31dg) = Vect (Fa)

— Soit M € Ker (f — 21dg), montrons que g(M) € Ker (f — 2/dg) :
(f —21dp)(g9(M)) = f(g(M)) = 29(M) = g"*'(M) — 2g(M) car [ = g".
Or M € Ker (f — 2Idg) = f(M) =2M = ¢?(M) = 2M = g***(M) = 2g(M) par
composition par g. D’ou (f — 2Idg)(g(M)) = ¢g?*1 (M) — 2g(M) = 0.
Conclusion : g(M) € Ker (f — 2Idg) et Ker (f — 2Idg) est stable par g.

— Soit M € Ker (f — 31dg), montrons que g(M) € Ker (f — 31dg) :
(f = 3Idg)(g(M)) = f(g(M)) — 3g(M) = g"*(M) — 3g(M) car f = g".
Or M € Ker (f — 3Idg) = f(M) = 3M = g?(M) = 2M = g**'(M) = 3g(M) par
composition par g. D’ou (f — 3Idg)(g(M)) = ¢g?™ (M) — 3g(M) = 0.
Conclusion : g(M) € Ker (f — 3Idg) et Ker (f — 31dg) est stable par g.

On a M = Matg(g). Comme E| € Ker (f — 2Idg) et Ker (f — 2Idg) est stable par g,
alors g(E7) € Ker (f — 2Idg) = vect(E}) donc il existe a € R tel que g(F}) = aF;. Méme
raisonnement pour g(F}). Ceci se traduit que la premiére colonne de M est de la forme

a 0
8 et la deuxiéme colonne est de la forme 8 . On peut espérer avoir une solution M
0 0
: (D Oxn\ .. (a0
diagonale par bloc du type M = (022 Ml) oul D = (O b)'

Alors M? = A' <= a? = 2,0’ =3, M? = (0 _1>. On retrouve I’équation de la question

1 0



V2 0 0 0

5. On en déduit que M = 0 V3 Oﬂ .O -
0 0 cos(z;) —sin(g)
0 0 sin(g;) cos(g;)

2 0 0 —1
10. OnposeD—(0 3) etN-(1 0)
a

(a)

Posons M = Z .
2a 2b 2a 3b
DM = (30 Bd) et MD = (20 3d>'
Ainsi MD =DM —= b=c=0= M = (g 2) ol (a,d) € R%
Posons M = “ 2

c
—c —d b —a
S G T ()

Ainsi MN =NM — a=d,c=-b=— M =

Posons M = (a b) .

a \ 2
b a) ot (a,b) € R

c d
D’aprés ce qui précede :
2a 2b b —a
DM_(SC 3d) et MN = d )

Ainsi DM = MN = 2a = 0,2b = —a,3c =d,3d = —c = b = 2a,5b = 0,d = 3cl0c =
0= M-=0

Posons M = (a b) .

c d
D’aprés ce qui précede :
2a 3b —c —d

MD_(2C 3d>etNM—(a b)'
Ainsi MD = NM = 2a = —¢,3b =
—3010b=0= M =0

Posons M = (Ml M2> ou M, € FetonaA = (D 0).

—d,2c = a,3d = b = ¢ = —2a,5a = 0,d =

My M, 0 N
DM, DM, MDD M,N
/ _ I
AM = <NM3 NM4) ot MAT= (M?,D M4N)'

Par ce qui précede, on en déduit que M; = (C(L)l a(l))’ My = M;=0et My = ( aa b4)
1

ou (a4,b4,a1,b1) € R4.

aa 0 0 0 O
. PO ! O dl 0 O 0
Par ce qui précéde, C' = {M € My(R)/M = 0 0 a b , (ag, by, cq,dy,a1,b1) €
4 by
0 0 —b4 Qy
] 0 0\ [0 0 . ,
R®} = Vect (E11, Ea, o o) lo N ) . Ceci montre que C’ est un sev de My(R) de
2

base (E11, Eo, <8 192> , (8 ](3[)) de dimension 4.

4



(g) On pose C' = {M € My(R)/AM = MA}
i. - CC M4(R).
- OM4(]R) € C donc C #@
~V(\p) e REV(M, M) € C?, (AM + uM')A = AXMA+ uM'A = NAM + pAM' car
(M, M') € C?. Ainsi (AM + pM')A = AOM + uM’) i.e (AM + uM')A € C et C
est un sous espace vectoriel de My(R).
ii. Me(C' <= MA =AM <= MP'AP = P7'APM <= PMP 'A= APMP~'.(On
a multiplié par P~! a droite et par P & gauche. On reconnait la définition de PM P~! €
C
iii. Montrons que ¢ est une application linéaire :
VN pu) € REV(M, M) € C? o(AM + uM') = P(AM + pM')P™! = \PM P~ +
puPM' Pt = Mp(M) + pp(M').
Ainsi, ¢ est une application linéaire de C” dans C' par la question précédente. D’autre
part, si on pose U : M € C +— P~ 'MP, alors ¥ va de C dans C’ par la question

précédente, puis p o W = Idy et Wo p = Ide. Ceci montre que ¢ est bijective et
o =10,

iv. ¢ étant bijective et linéaire, elle envoie une base de C’ en une base de C' puisque
C =1Im (p) = Vect ((¢(E;))1<i<a) ot (E;); désigne la base de C" déterminée en 10 f).
Par bijectivité de ¢, la liberté de (E;); implique la liberté de (¢(E;));. Conclusion C' est

de dimension 4 et une base est : (PE; P~ PEyy P~ P (8 ?) Pl P (8 ](\)f> Ph.
2

Exercice 11

D’aprés ESA PSI 2005
1. Par définition de Py, on peut dire Py(x;) = 0 si k # i et Pi(zy) = 1.

2. Supposons Zakpk = 0. En prenant la valeur en z;, on obtient a;; = 0. La famille (Fp, ..., P,)

k=0

est donc libre. Elle est, par ailleurs, constituée de polynémes de degré n et est donc une
famille de R, [X].Puis il s’agit d’une famille de n + 1 polynémes qui est aussi la dimension de
R,,[X].Maximale et libre, c’est une base de R,,[X].

3.a. Si Q € R,[X], il existe donc des scalaires oy, tels que @ = ZakPk. La valeur en x; donne
k=0

Q(z;) = a;. Ainsi,
Q= Z Q(zx) Py
k=0
3.b. Avec @, = X™ (m € {0,1,...,n}) on a donc

Qm(0) = )z P(0)

et donc
so=1 et Vme {1,.n}, s, =0

3.c. Par décomposition de X7 sur la base (P, Py,---,P,), on a :
Vj€{0,.n}, X7 => " alP
k=0

5



Ceci nous donne la matrice de passage de la base (P, Py, -+, P,) vers la base canonique de
R,,[X] suivante :

2 n
1z a:g e
n
1 ry - T
P = :
2 n
Lowpy oy ey
2 n
1 =z, x; x,
On reconnait la matrice de Vandermonde associée au n + 1 uplet (zg,xy,- - ,2,). Son déter-
minant est alors : Il (x; — ;)

0<i<y<n
4.a. Pour tout j € {0,..n}, on a Q(z;) = Q(:B]) Q(a:]) =0 et @1 a donc au moins n + 1 racines

réelles (les x;).Alors, il existe R € R[X] H — 1) R(X)
4.b. i. Prenons Q = X"*! et donc Q; = X"! — ZxZHPk. La valeur en z = 0 donne s, =

k=0
—@1(0). Or, @y est de degré n+ 1 et on en connait n + 1 racines. On peut le factoriser sous

la forme
Q1 = CH - l'k

ou ¢ est un réel qui est le coefficient dominant de 1. Comme les Py sont de degré n < n+1,
on ac=1 et donc

Sne1 = —Q1(0) = —H(— = n+2H$k 1)nH$k

k=0

ii. On choisit cette fois Q = X™2. on a alors s,19 = —Q1(0) avec
Q — xnt2 _ Z anrZPk

11 existe cette fois des scalaires ¢ et d tels que

Q1= (X +d) [J(X — )

k=0

En étudiant le coefficient de X™*2, on obtient ¢ = 1. En étudiant alors le coefficient de X+,
on obtient .
0=d-— Z T
k=0

On en déduit alors que

Snia = —Q1(0) = —dH ) (Z xk> (H wk)

k=0



