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Exercice I
D’après E3A PC 2014

Pour θ ∈ R, on pose

Aθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
1. cos(0) = 1 et sin(0) = 0 alors A0 = I2.

cos(π
2
) = 0 et sin(π

2
) = 1 alors Aπ

2
=

(
0 −1
1 0

)
.

2. Par produit matriciel,

AθAϕ =

(
cos(θ) cos(ϕ)− sin(θ) sin(ϕ) − sin(ϕ) cos(θ) + cos(ϕ) sin(θ)
− sin(ϕ) cos(θ) + cos(ϕ) sin(θ) cos(θ) cos(ϕ)− sin(θ) sin(ϕ)

)
. En utilisant les formules trigonométriques, on obtient ∀(θ, ϕ) ∈ R2, AθAϕ = Aθ+ϕ.

3. Pour θ ∈ R, par la question précédente, on peut écrire AθA−θ = A0 = I2, ce qui montre que
Aθ est inversible et A−1

θ = A−θ.
4. Montrons d’une part par récurrence : ∀k ∈ N,∀θ ∈ R, (Aθ)

k = Akθ.
– Pour k = 0, (Aθ)

0 = I2 = A0 = A0θ.
– Supposons vrai à un rang k.

Alors (Aθ)
k+1 = (Aθ)

kAθ
par hyp. de récurrence

= AkθAθ
par Question 2

= A(k+1)θ.

Conclusion : ∀k ∈ N,∀θ ∈ R, (Aθ)
k = Akθ.

Soit k un entier relatif strictement négatif.

Posons k = −p. Alors p ∈ N et (Aθ)
k = (A−1

θ )p par Question 3
= (A−θ)

p par ce qui précède
=

A−pθ = Akθ.
Conclusion : ∀k ∈ Z,∀θ ∈ R, (Aθ)

k = Akθ.

5. Soit p ∈ N∗. On a A(π
2
) =

(
0 −1
1 0

)
et par question précédente (A π

2p
)p = Ap π

2p
= Aπ

2
=(

0 −1
1 0

)
. Ainsi, M = A π

2p
vérifie Mp =

(
0 −1
1 0

)
.

6. D’une part, ∀M ∈ E, f(M) ∈ E puis d’autre part,

∀(λ, µ) ∈ R2,∀(M1 =

(
a1 b1

c1 d1

)
, M2 =

(
a2 b2

c2 d2

)
) ∈ E2,
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f(λM1 + µM2) = f(

(
λa1 + µa2 λb1 + µb2

λc1 + µc2 λd1 + µd2

)
)

=

(
2(λa1 + µa2) −(λc1 + µc2)

λb1 + µb2 3(λd1 + µd2)

)
= λ

(
2a1 −c1

b1 3d1

)
+ µ

(
2a2 −c2

b2 3d2

)
= λf(M1) + µf(M2)

Conclusion : f est un endomorphisme de E.
D’autre part,

f(E11) =

(
2 0
0 0

)
= 2E11 + 0E12 + 0E21 + 0E22

f(E12) =

(
0 0
1 0

)
= 0E11 + 0E12 + 1E21 + 0E22

f(E21) =

(
0 −1
0 0

)
= 0E11 − E12 + 0E21 + 0E22

f(E22) =

(
0 0
0 3

)
= 0E11 + 0E12 + 0E21 + 3E22

On place ces vecteurs en colonne pour obtenir MatB(f). Ce qui donne la matrice A demandée.
7. Soit B′ = (E11, E22, E12, E21). Il s’agit encore d’une base de E car c’est une base dont on a

changé l’ordre des vecteurs.
Dans cette base, la matrice de f devient A′. A et A′ étant des matrices d’un même endomor-
phisme, elles sont semblables. Ainsi, il existe P ∈ GL4(R), A′ = P−1AP . P est la matrice de
passage de B à B′. Pour construire cette matrice, on met les coordonnées des vecteurs de B′
dans la base B en colonne. Ainsi

P =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0


8. D’après la question précédente, B′ = (E11, E22, E12, E21).

A′ est une matrice diagonale par blos, alors par propriété des déterminants de matrices trian-
gulaires par blocs,

det(f) =

∣∣∣∣ 2 0
0 3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 0 −1
1 0

∣∣∣∣ = 2 ∗ 3 ∗ 1 = 6.

9. Soit p ∈ N∗. Soit M ∈ M4(R) telle que Mp = A′ . On note g l’endomorphisme associé à M
dans la base B′.
(a) On a MatB′(gp) = Mp = A′ = MatB′(f), alors gp = f .
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(b)

Ker (f − 2IdE) = {M =

(
a b
c d

)
∈ E/(f − 2IdE)(M) = 0}

Ker (f − 2IdE) = {M =

(
a b
c d

)
=


a
d
b
c


B′

∈ E/(A′ − 2I4)


a
d
b
c

 =


0
0
0
0

}
Ker (f − 2IdE) = {M =

(
a b
c d

)
∈ E/d = 0,−2b− c = 0, b− c = 0}

Ker (f − 2IdE) = {M =

(
a 0
0 0

)
∈ E/a ∈ R}

Ker (f − 2IdE) = Vect (E11)

Ker (f − 3IdE) = {M =

(
a b
c d

)
∈ E/(f − 3IdE)(M) = 0}

Ker (f − 3IdE) = {M = aE11 + dE22 + bE12 + cE21/(A
′ − 3I4)


a
d
b
c

 =


0
0
0
0

}
Ker (f − 3IdE) = {M =

(
a b
c d

)
∈ E/a = 0,−3b− c = 0, b− 3c = 0}

Ker (f − 3IdE) = {M =

(
0 0
0 d

)
∈ E/d ∈ R}

Ker (f − 3IdE) = Vect (E22)

(c) – Soit M ∈ Ker (f − 2IdE), montrons que g(M) ∈ Ker (f − 2IdE) :
(f − 2IdE)(g(M)) = f(g(M))− 2g(M) = gp+1(M)− 2g(M) car f = gp.
Or M ∈ Ker (f − 2IdE) =⇒ f(M) = 2M =⇒ gp(M) = 2M =⇒ gp+1(M) = 2g(M) par
composition par g. D’où (f − 2IdE)(g(M)) = gp+1(M)− 2g(M) = 0.
Conclusion : g(M) ∈ Ker (f − 2IdE) et Ker (f − 2IdE) est stable par g.

– Soit M ∈ Ker (f − 3IdE), montrons que g(M) ∈ Ker (f − 3IdE) :
(f − 3IdE)(g(M)) = f(g(M))− 3g(M) = gp+1(M)− 3g(M) car f = gp.
Or M ∈ Ker (f − 3IdE) =⇒ f(M) = 3M =⇒ gp(M) = 2M =⇒ gp+1(M) = 3g(M) par
composition par g. D’où (f − 3IdE)(g(M)) = gp+1(M)− 3g(M) = 0.
Conclusion : g(M) ∈ Ker (f − 3IdE) et Ker (f − 3IdE) est stable par g.

(d) On a M = MatB′(g). Comme E ′
1 ∈ Ker (f − 2IdE) et Ker (f − 2IdE) est stable par g,

alors g(E ′
1) ∈ Ker (f − 2IdE) = vect(E ′

1) donc il existe a ∈ R tel que g(E ′
1) = aE ′

1. Même
raisonnement pour g(E ′

2). Ceci se traduit que la première colonne de M est de la forme
a
0
0
0

 et la deuxième colonne est de la forme


0
b
0
0

. On peut espérer avoir une solution M

diagonale par bloc du type M =

(
D O22

O22 M1

)
où D =

(
a 0
0 b

)
.

Alors Mp = A′ ⇐⇒ ap = 2, bp = 3, Mp
1 =

(
0 −1
1 0

)
. On retrouve l’équation de la question
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5. On en déduit que M =


p
√

2 0 0 0

0 p
√

3 0 0
0 0 cos( π

2p
) − sin( π

2p
)

0 0 sin( π
2p

) cos( π
2p

)


10. On pose D =

(
2 0
0 3

)
et N =

(
0 −1
1 0

)
(a) Posons M =

(
a b
c d

)
.

DM =

(
2a 2b
3c 3d

)
et MD =

(
2a 3b
2c 3d

)
.

Ainsi MD = DM =⇒ b = c = 0 =⇒ M =

(
a 0
0 d

)
où (a, d) ∈ R2.

(b) Posons M =

(
a b
c d

)
.

NM =

(
−c −d
a b

)
et MN =

(
b −a
d −c

)
.

Ainsi MN = NM =⇒ a = d, c = −b =⇒ M =

(
a b
−b a

)
où (a, b) ∈ R2.

(c) Posons M =

(
a b
c d

)
.

D’après ce qui précède :

DM =

(
2a 2b
3c 3d

)
et MN =

(
b −a
d −c

)
.

Ainsi DM = MN =⇒ 2a = b, 2b = −a, 3c = d, 3d = −c =⇒ b = 2a, 5b = 0, d = 3c10c =
0 =⇒ M = 0

(d) Posons M =

(
a b
c d

)
.

D’après ce qui précède :

MD =

(
2a 3b
2c 3d

)
et NM =

(
−c −d
a b

)
.

Ainsi MD = NM =⇒ 2a = −c, 3b = −d, 2c = a, 3d = b =⇒ c = −2a, 5a = 0, d =
−3b10b = 0 =⇒ M = 0

(e) Posons M =

(
M1 M2

M3 M4

)
où Mi ∈ E et on a A′ =

(
D 0
0 N

)
.

A′M =

(
DM1 DM2

NM3 NM4

)
et MA′ =

(
M1D M2N
M3D M4N

)
.

Par ce qui précède, on en déduit que M1 =

(
a1 0
0 d1

)
, M2 = M3 = 0 et M4 =

(
a4 b4

−b4 a4

)
où (a4, b4, a1, b1) ∈ R4.

(f) Par ce qui précède, C ′ = {M ∈M4(R)/M =


a1 0 0 0 0
0 d1 0 0 0
0 0 a4 b4

0 0 −b4 a4

 , (a4, b4, c4, d4, a1, b1) ∈

R6} = Vect (E11, E22,

(
0 0
0 I2

)
,

(
0 0
0 N

)
) . Ceci montre que C ′ est un sev de M4(R) de

base (E11, E22,

(
0 0
0 I2

)
,

(
0 0
0 N

)
) de dimension 4.
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(g) On pose C = {M ∈M4(R)/AM = MA}
i. – C ⊂M4(R).

– OM4(R) ∈ C donc C 6= ∅
– ∀(λ, µ) ∈ R2,∀(M, M ′) ∈ C2, (λM + µM ′)A = λMA + µM ′A = λAM + µAM ′ car

(M, M ′) ∈ C2. Ainsi (λM + µM ′)A = A(λM + µM ′) i.e (λM + µM ′)A ∈ C et C
est un sous espace vectoriel de M4(R).

ii. M ∈ C ′ ⇐⇒ MA′ = A′M ⇐⇒ MP−1AP = P−1APM ⇐⇒ PMP−1A = APMP−1.(On
a multiplié par P−1 à droite et par P à gauche. On reconnaît la définition de PMP−1 ∈
C

iii. Montrons que ϕ est une application linéaire :
∀(λ, µ) ∈ R2,∀(M, M ′) ∈ C ′2, ϕ(λM + µM ′) = P (λM + µM ′)P−1 = λPMP−1 +
µPM ′P−1 = λϕ(M) + µϕ(M ′).
Ainsi, ϕ est une application linéaire de C ′ dans C par la question précédente. D’autre
part, si on pose Ψ : M ∈ C 7→ P−1MP , alors Ψ va de C dans C ′ par la question
précédente, puis ϕ ◦ Ψ = IdC et Ψ ◦ ϕ = IdC′ . Ceci montre que ϕ est bijective et
ϕ−1 = Ψ.

iv. ϕ étant bijective et linéaire, elle envoie une base de C ′ en une base de C puisque
C = Im (ϕ) = Vect ((ϕ(Ei))1≤i≤4) où (Ei)i désigne la base de C ′ déterminée en 10 f).
Par bijectivité de ϕ, la liberté de (Ei)i implique la liberté de (ϕ(Ei))i. Conclusion C est

de dimension 4 et une base est : (PE11P
−1, PE22P

−1, P

(
0 0
0 I2

)
P−1, P

(
0 0
0 N

)
P−1).

Exercice II
D’après E3A PSI 2005
1. Par définition de Pk, on peut dire Pk(xi) = 0 si k 6= i et Pk(xk) = 1.

2. Supposons
n∑

k=0

αkPk = 0. En prenant la valeur en xj, on obtient αj = 0. La famille (P0, . . . , Pn)

est donc libre. Elle est, par ailleurs, constituée de polynômes de degré n et est donc une
famille de Rn[X].Puis il s’agit d’une famille de n + 1 polynômes qui est aussi la dimension de
Rn[X].Maximale et libre, c’est une base de Rn[X].

3.a. Si Q ∈ Rn[X], il existe donc des scalaires αk tels que Q =
n∑

k=0

αkPk. La valeur en xj donne

Q(xj) = αj. Ainsi,

Q =
n∑

k=0

Q(xk)Pk

3.b. Avec Qm = Xm (m ∈ {0, 1, . . . , n}) on a donc

Qm(0) =
n∑

k=0

xm
k Pk(0)

et donc
s0 = 1 et ∀m ∈ {1, ..n}, sm = 0

3.c. Par décomposition de Xj sur la base (P0, P1, · · · , Pn), on a :

∀j ∈ {0, ..n}, Xj =
n∑

k=0

xj
kPk
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Ceci nous donne la matrice de passage de la base (P0, P1, · · · , Pn) vers la base canonique de
Rn[X] suivante :

P =


1 x0 x2

0 · · · xn
0

1 x1 x2
1 · · · xn

1
...

...
...

...
1 xn−1 x2

n−1 · · · xn
n−1

1 xn x2
n · · · xn

n


On reconnaît la matrice de Vandermonde associée au n + 1 uplet (x0, x1, · · · , xn). Son déter-
minant est alors : Π

06i<j6n
(xj − xi)

4.a. Pour tout j ∈ {0, ..n}, on a Q1(xj) = Q(xj)−Q(xj) = 0 et Q1 a donc au moins n+1 racines

réelles (les xj).Alors, il existe R ∈ R[X], Q1(X) =
n∏

k=0

(X − xk)R(X)

4.b. i. Prenons Q = Xn+1 et donc Q1 = Xn+1 −
n∑

k=0

xn+1
k Pk. La valeur en x = 0 donne sn+1 =

−Q1(0). Or, Q1 est de degré n + 1 et on en connaît n + 1 racines. On peut le factoriser sous
la forme

Q1 = c
n∏

k=0

(X − xk)

où c est un réel qui est le coefficient dominant de Q1. Comme les Pk sont de degré n < n+1,
on a c = 1 et donc

sn+1 = −Q1(0) = −
n∏

k=0

(−xk) = (−1)n+2

n∏
k=0

xk = (−1)n

n∏
k=0

xk

ii. On choisit cette fois Q = Xn+2. on a alors sn+2 = −Q1(0) avec

Q1 = Xn+2 −
n∑

k=0

xn+2
k Pk

Il existe cette fois des scalaires c et d tels que

Q1 = (cX + d)
n∏

k=0

(X − xk)

En étudiant le coefficient de Xn+2, on obtient c = 1. En étudiant alors le coefficient de Xn+1,
on obtient

0 = d−
n∑

k=0

xk

On en déduit alors que

sn+2 = −Q1(0) = −d
n∏

k=0

(−xk) = (−1)n

(
n∑

k=0

xk

)(
n∏

k=0

xk

)
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